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Resumen

Las álgebras Jacobianas de dimensión finita permiten construir categorías trianguladas, 2-

Calabi-Yau y Hom-finitas con objetos inclinantes de conglomerado. En esta tesis se estudian

dos problemas sobre álgebras Jacobianas.

El primer problema que abordamos es cuándo un álgebra Jacobiana es de dimensión finita.

Como primer resultado determinamos bajo qué condiciones un carcaj con potencial, con ciertas

restricciones sobre el carcaj, determina un álgebra Jacobiana de dimensión finita. A continua-

ción estudiamos las álgebras Jacobianas asociadas a superficies cerradas con puntos marcados.

En primer lugar mostramos que las álgebras Jacobianas provenientes de las esferas con n > 4

puntos marcados son de dimensión finita, dando una respuesta parcial a un problema abierto

durante algunos años.

Recientemente se probó que las álgebras Jacobianas asociadas a superficies cerradas con

puntos marcados son de dimensión finita, debilmente-simétricas y mansas.

Como segundo problema estudiamos la categoría de módulos estable de estas álgebras Ja-

cobianas. Denotamos por ΛT el álgebra Jacobiana asociada una triangulación T de una su-

perficie cerrada con puntos marcados (S,M). Como resultado principal de la tesis, probamos

que la categoría de módulos indescomponibles estable de ΛT consiste de tubos de rango uno o

dos, y por tanto, es un álgebra donde todos los módulos indescomponibles no proyectivos son

Ω-periódicos, donde Ω es el transladado Heller o sizigia. Como consecuencia de este hecho,

probamos que la categoría de conglomerado generalizada C(S,M) de (S,M) consiste de tubos

estables de rango uno o dos, y que el álgebra Jacobiana no sólo es débilmente-simétrica sino

que es simétrica. Más aún, mostramos que excluyendo sólo el caso de la esfera con 4 puntos

marcados, estas álgebras son de crecimiento exponencial.

Es decir, toda triangulación T de cualquier superficie cerrada (S,M), excluyendo sólo el
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caso de la esfera con 4 puntos marcados, determina un álgebra Jacobiana ΛT que es simétrica,

mansa, de crecimiento exponencial y con todos los módulos indescomponibles no proyectivos

Ω-periódicos. Estos resultados muestran que la caracterización existente de álgebras simétricas,

mansas y con los módulos indescomponibles no proyectivos Ω-periódicos, que se creía comple-

ta hasta el momento, no lo era. Esta familia de álgebras Jacobianas constituye una nueva familia

de con estas propiedades.



Abstract

The finite dimensional Jacobian algebras are useful to construct triangulated categories

which are 2-Calabi-Yau and Hom-finite with cluster-tilting objects. In this thesis we study two

problems related to Jacobian algebras.

The first problem we consider is when a Jacobian algebra is finite dimensional. As first

result we determine under which conditions a quiver with potential, with certain restriction

on the quiver, give rise to a finite dimensional Jacobian algebra. Later we study the Jacobian

algebras arising from closed Riemann surfaces with marked points. We show that the Jacobian

algebras arising from a sphere with n > 4 marked points are finite dimensional algebras. This

result gives a partial answer of a problem that was open for some years.

Recently, it was proven that the Jacobian algebras associated to closed Riemann surfaces

with marked points are finite dimensional algebras, weakly-symmetric and tame.

As a second problem we study the stable module category of these Jacobian algebras.Denote

by ΛT the Jacobian algebra associated to a triangulation T of a closed Riemann surface with

marked points (S,M). In the main result of this thesis, we show that the stable category of

indecomposable modules of ΛT consists of stable tubes of rank one or two, and hence, it is

an algebra where the non-projective indecomposable modules are Ω-periodic, where Ω is the

syzygy or Heller translation. As a consequence of this result, we prove that the generalized clus-

ter category C(S,M) of (S,M) consists of stable tubes of rank one or two, therefore the Jacobian

algebras are symmetric. Moreover, we show that excluding only the case of a sphere with four

marked points, these algebras are algebras of exponential growth.

Therefore, any triangulation T of any closed Riemann surface (S,M), excluding only the

case of a sphere with four marked points, gives rise to a Jacobian algebra ΛT which is sym-

metric, tame, with the non-projective indecomposable modules Ω-periodic, and an algebra of
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exponential growth. These results show that the existing characterization of algebras which

are symmetric, tame and with the non-projective indecomposable modules Ω-periodic, was not

complete. This family of Jacobian algebras form a new family with these properties.



Introducción

En 2002, Fomin y Zelevinsky, en [FZ02], definieron las álgebras de conglomerado con la

idea de crear una estructura algebraica para bases duales canónicas en grupos semisimples.

Rápidamente esta teoría se relacionó con otras áreas de la matemática, como por ejemplo la

geometría de Poisson, la teoría Teichmüller o la teoría de representaciones de álgebras asocia-

tivas, entre otras.

Una herramienta fundamental para definir las álgebras de conglomerado, es una transfor-

mación, llamada mutación, de matrices de intercambio, que son anti-simetrizables. En caso de

restringirse a las matrices anti-simétricas enteras, esta operación se puede traducir a una trans-

formación combinatoria de carcajes. Esta herramienta fue extendida por Derksen, Weymann y

Zelevinsky en [DWZ08] a mutaciones de cierto tipo de álgebras de caminos llamadas álgebras

Jacobianas.

En el proceso de categorificar álgebras de conglomerado se construyeron categorías con tres

propiedades interesantes: categorías Hom-finitas, 2-Calabi-Yau (2-CY para abreviar) con obje-

tos rígidos y maximales, llamados inclinantes de conglomerado. Dado un objeto inclinante de

conglomerado T en una categorías C que es Hom-finita y 2-CY, el álgebra de endomorfismos

End C (T ) recibe el nombre de álgebra 2-Calabi-Yau inclinada. En este tipo de categorías se de-

fine la idea de mutación de objetos inclinantes de conglomerado, introducido por Buan, Marsh,

Reiten, Reineke y Todorov en [BMR+06].

Las álgebras 2-CY inclinadas y las álgebras Jacobianas tienen definiciones completamente

diferentes, sin embargo, están muy relacionadas. Fue demostrado por Amiot, y Keller y Yang en

[Ami09] y [KY11] que las álgebras Jacobianas de dimensión finita son álgebras 2-CY inclinadas

y más aún, hay una fuerte relación entre la mutación de objetos inclinantes de conglomerado y

la de álgebras Jacobianas.

IX
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En [FST08], Fomin, Shaphiro y Thruston introducen, bajo ciertas hipótesis, un álgebra de

conglomerado para cada superficie orientada S con un conjunto finito M de puntos marcados.

Más precisamente, cada triangulación T de (S,M) de arcos etiquetados corresponden a un con-

glomerado, y la matriz de intercambio correspondiente se puede codificar como un carcaj Q(T).

Además, para cada triangulacón T, Labardini- Fragoso en [LF09], introduce un potencial W (T)

y muestra que este potenicial es compatible con mutaciones de carcajes y potenciales. En es-

te último artículo, el autor demuestra que el álgebra Jacobiana ΛT = P(Q(T),W (T)) de una

triangulación T de una superficie con frontera no vacía (S,M) es de dimensión finita, y por tan-

to 2-CY inclinada. Denotaremos por C = C(Q(T),W (T)) a la categoría 2-CY y hom-finita tal que

existe un objeto T ∈ C inclinante de conglomerado tal que ΛT = End op
C (T ). Se puede probar

que la categoría C es independiente de la triangulación T, es decir, las categorías C(Q(T),W (T))

y C(Q(T′),W (T′)) coinciden para cualesquiera triangulaciones T y T′ de una superficie con pun-

tos marcados (S,M), y por tanto la denotaremos simplemente por C(S,M). La categoría C(S,M)

es llamada la categoría de conglomerado de (S,M). Existen varios trabajos que estudian de

manera detallada dichas categorías, para superficies con frontera no vacía, ver por ejemplo

[QZ, CCS06, Sch08, BZ11, MP14, ZZZ13].

Uno de los objetivos es estudiar cuándo un álgebra Jacobiana determinada por un carcaj

con ciertas relaciones es de dimensión finita. Estos resultados se encuentran en el Capítulo 1.

Nuestro objetivo principal consiste en estudiar álgebras Jacobianas asociada a superficies con

puntos marcados. Los resultados se encuentran en los Capítulos 3 y 4.

En el primer capítulo introducimos al lector en la teoría básica de álgebras Jacobianas de un

carcaj con potencial. En la última sección, para dar respuesta al primer objetivo, construimos

el potencial para carcajes con ciertas hipótesis combinatorias, de tal manera que las álgebras

Jacobianas asociadas sean de dimensión finita. Este resultado se encuentra en [TVD].

Como hemos mencionado anteriormente, el segundo problema que se aborda en esta tesis es

estudiar álgebras Jacobianas de una superficie cerrada con puntos marcados. Para este fin, utili-

zamos la Teoría de categorías n-anguladas, que resulta ser una generalización de las categorías

trianguladas. En el Capítulo 2, presentamos un breve resumen de dicha teoría, así como tam-

bién estudiamos las categorías trianguladas, Hom-finitas, 2-Calabi-Yau con objetos inclinantes

de conglomerado.
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En el tercer capítulo, presentamos los resultados y conceptos básicos de los carcajes con

potenciales asociados a cualquier superficie orientada con puntos marcados, otro objeto de in-

terés para este trabajo. Como resultado principal del capítulo tres resolvemos parcialmente uno

de los problemas abiertos por algunos años en el contexto de las álgebras Jacobianas de super-

ficies, que consiste en saber cuándo son de dimensión finita. En esta tesis probamos que las

álgebras Jacobianas provenientes de las esferas con n > 4 puntos marcados lo son, este resulta-

do se encuentran en [TVD]. De manera independiente y simultánea, Ladkani en [Ladc], probó

que cualquier álgebra Jacobiana de una superficie cerrada con puntos marcados es de dimensión

finita.

Finalmente, en el Capítulo 4 presentamos los resultados principales de la tesis. Denota-

mos por ΛT = P(Q(T)W (T)) el álgebra Jacobiana de una triangulación T de una superficie

cerrada con puntos marcados (S,M) y por Ω el funtor sizigia de Heller de la categoría de ΛT-

módulos indescomponibles. En este capítulo mostramos que el trasladado de Auslander-Reiten

es 2-periódico en objetos. Además, probamos que ΛT es simétrica, por tanto, los módulos in-

descomponibles no proyectivos son Ω-periódicos. Como consecuencia de este hecho, se puede

probar que la categoría de conglomerado generalizada C(S,M) consiste en tubos estables de rango

1 o 2. Cabe destacar que las álgebras simétricas, mansas y con los módulos indescomponibles no

proyectivos Ω-periódicos han sido muy estudiados principalmente por Skowrónski, Erdmann,

Holm y Riedtmann.

Si bien es conocido que el tipo de representación de ΛT es mansa, la prueba de éste hecho

dada por Geiss, Labardini-Fragoso y Schröer en [GLFS] utiliza un argumento de degeneración

de álgebras que no permite tener información sobre el tipo de crecimiento. Esta propiedad nos

da información sobre la complejidad de la categoría de ΛT-módulos indescomponibles, que en

grado de complejidad creciente, es doméstica, polinomial y exponencial.

En éste último capítulo, mostramos que excluyendo sólo el caso de la esfera con 4 puntos

marcados, estas álgebras son de crecimiento exponencial. Es decir, que el álgebra Jacobiana ΛT

es simétrica, mansa, Ω-periódica en la categoría de módulos indescomponibles no proyectivos

sobre ΛT y de crecimiento exponencial. De esto último podemos deducir, que ΛT no pertenece

a ninguna de las familias de álgebras simétrica, mansas y con los módulos indescomponibles

no proyectivos Ω-periódicos conocidos hasta el momento:
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un álgebra zócalo equivalente a un álgebra simétrica de tipo Dynkin, pues este tipo de

álgebras son de tipo de representación finita;

un álgebra zócalo equivalente a un álgebra simétrica de tipo tubular, que en particular son

de crecimiento polinomial;

un álgebra de tipo quaternio puro, de las cuales se sabe poseen a lo más tres módulos

simples.

familias que formaban una caracterización que hasta el momento se creía completa (ver

[ES08, Teorema 6.2]). Los resultados de este capítulo se encuentran en [VD].



Capítulo 1

Álgebras Jacobianas de carcajes

con potenciales

En este capítulo, introduciremos uno de los principales objetos de estudio de este trabajo:

las álgebras Jacobianas de un carcaj con un potencial. Además, en la última sección demostra-

remos el primer resultado de la tesis, que bajo ciertas hipótesis combinatorias sobre un carcaj Q

cíclicamente orientado, es posible construir un álgebra Jacobiana Λ de dimensión finita.

En todo el trabajo k denotará un cuerpo algebraicamente cerrado.

1.1. Carcajes y álgebras de caminos

Si bien, en teoría de representaciones existe una definición estándar de álgebras de caminos,

en este trabajo utilizaremos la dada por Derksen, Weymann y Zelevinsky en [DWZ08].

Definición 1.1.1. Un carcaj Q es un cuádruplo Q= (Q0,Q1, t,s) donde Q0 es un conjunto

finito de vértices, Q1 es un conjunto finito de flechas y un par de funciones t,s : Q1→Q0

que determinan el comienzo con s(α) y el blanco o final con t(α), para toda flecha α ∈

Q1. Vamos a escribir α : i→ j para indicar s(α) = i y t(α) = j.

([BT13], Definition 3.1) Un paseo de longitud p en un carcaj Q es una (2p+1)-dupla

w = (x0,α1,x1,α2, . . . ,xp−1,αp,xp)

1



2 1.1. CARCAJES Y ÁLGEBRAS DE CAMINOS

tal que para toda i tenemos xi ∈ Q0, α ∈ Q1 y {s(αi), t(αi)}= {xp−1,xp}.

El paseo w es orientado si t(αi) = s(αi+1) para todo i o t(αi) = s(αi−1) = xi−1 para todo i.

Mas aún, si x0 = xp, diremos que w es un ciclo. Llamaremos lazo a todo ciclo de longitud

1. Un paseo orientado es también llamado camino.

En algunas ocasiones omitiremos los vértices y abreviaremos w por α1 · · ·αp. Y en caso

de necesitar una representación gráfica del paseo orientado escribiremos

(x0
α1−→ x1

α2−→ x2→ ···
αp−→ xp).

Para cada i ∈ Q0, denotamos por ei al camino formal de longitud cero.

El producto de dos caminos α1 · · ·αr y β1 · · ·βs es por definición la concatención de ca-

minos α1 · · ·αrβ1 · · ·βs si t(αr) = s(β1) y cero en otro caso.

Vamos a denotar por R el k-espacio vectorial de las funciones k-valuadas en Q0, y por Λ el

k-espacio vectorial de las funciones k-valuadas en Q1, es decir, R = kQ0 y Λ = kQ1 .

Para todo entero no negativo l denotemos por Λ
l el R-bimódulo

Λ
l = Λ⊗l

R = Λ⊗R Λ⊗R · · ·⊗R Λ,

que como k-espacio vectorial está generado por los caminos de longitud l.

Por convención, en los casos l = 0 y 1, usaremos la notación R = Λ
0 y Λ = Λ

1.

Definición 1.1.2. El álgebra de caminos de Q se define como la k-álgebra tensorial(graduada)

k〈Q〉=
∞⊕

l=0

Λ
l. (1.1)

Para cada i, j ∈Q0, la componente k〈Q〉i, j = eik〈Q〉e j es llamada espacio de caminos de j a

i.

El álgebra de caminos completa de Q está definida como

k〈〈Q〉〉=
∞

∏
l=0

Λ
l. (1.2)

Es decir, los elementos de k〈〈Q〉〉 son combinaciones k-lineales (posiblemente infinitas)

de elementos de la base de k〈Q〉; y la multiplicación en k〈〈Q〉〉 es la extensión natural de la

multiplicación en k〈Q〉.
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Derksen, Weymann y Zelevinsky denotan al álgebra de caminos por R〈Q〉 y al álgebra de

caminos completa por R〈〈Q〉〉.

Sea m el ideal bilátero del álgebra de caminos completa k〈〈Q〉〉 dado por

m=
∞

∏
l=1

Λ
l.

Entonces las potencias de m están dadas por

mn =
∞

∏
l=n

Λ
l.

Se puede probar que m es un ideal maximal, y por tanto el álgebra k〈〈Q〉〉 es una k-álgebra

topológica con la topología m-ádica, donde las potencias de m son un sistema básico de entornos

abiertos del 0. Entonces, la clausura de cualquier subconjunto U ⊂ k〈〈Q〉〉 está dado por

U =
∞⋂

n=0

(U +mn).

La siguiente propiedad de la topología m-ádica es fundamental para este trabajo.

Proposición 1.1.3. Una sucesión (xn)n∈N de elementos de k〈〈Q〉〉 converge si y sólo si para ca-

da d ≥ 0, la sucesión (x(d)n )n∈N converge cuando n→∞, en cuyo caso lı́m
n→∞

xn = ∑
d≥0

limn→∞x(d)n ,

donde x(d)n denota la componente de grado-d de xn.

Para ver con más detalles sobre la topología m-ádica se puede ver por ejemplo el libro de

Greco y Salmon [GS71].

Ejemplo 1.1.4. Consideremos el carcaj Q = (Q0,Q1,s, t), donde Q0 = {1} Q1 = {α} y s = t =

idQ1 , es decir, el lazo que se muestra en la Figura 1.1.

1

α

Figura 1.1: El carcaj lazo

Entonces R = kQ0 ∼= k y Λ = kQ1 ∼= kα . Mientras que el álgebra de caminos k〈Q〉 es el

álgebra de polinomios k[α], y el álgebra de caminos completa k〈〈Q〉〉 es el álgebra de series

formales k[[α]].



4 1.2. MUTACIONES DE CARCAJES

1.2. Mutaciones de carcajes

En esta sección asumiremos que los carcajes no tienen lazos, es decir, que no existe α ∈Q1

tal que s(α) = t(α). Describiremos una operación combinatoria llamada mutación de carcaj,

que fue introducida por Fomin y Zelevinsky en [FZ02].

Definición 1.2.1. Sea Q un carcaj. Un l-ciclo en Q es un ciclo c de longitud l > 0. Un carcaj es

2-acíclico si no tiene 2-ciclos.

La mutación definida en [FZ02, Definición 4.2] es una operación combinatoria en matri-

ces semi-simetrizables. Sin embargo restringiremos la definición a matrices integrales semi-

simétricas, debido a que se pueden codificar como carcajes sin lazos ni 2-ciclos, y por tanto, la

mutación resulta una operación definida en carcajes.

Dada una matriz integral semi-simétrica B = (bi, j) de n×n, el carcaj asociado Q(B) es por

definicón un carcaj con n vértices 1,2, . . . ,n y bi, j flechas de j a i siempre que bi, j > 0. Esta

operación definida en carcajes está dada en tres pasos.

Definición 1.2.2 (Mutación de carcaj). Sean Q un carcaj 2-acíclico e i ∈ Q un vértice. La mu-

tación µi(Q) en i se obtiene efectuando los siguientes pasos.

(Paso 1) Por cada camino αβ donde α : j→ i y β : i→ k se añade una flecha [αβ ] : j→ k;

(Paso 2) se remplaza cada flecha γ incidente en i por una flecha γ∗ que vaya en el sentido opuesto;

(Paso 3) se borran todos los 2−ciclos.

El carcaj resultante µi(Q), se llama la mutación de Q con respecto a i.

Observe que en el Paso 1 se pudieron generar 2-ciclos, pero gracias al Paso 3 se garantiza

que el nuevo carcaj µi(Q) es nuevamente 2-acíclico.

Ejemplo 1.2.3. En el siguiente ejemplo calcularemos la mutación de un carcaj Q realizando los

tres pasos dados en la definción de mutación de un carcaj.

Sea Q el carcaj de la figura 1.2 y consideremos el vértice 2.

Los tres pasos de la la mutación µ2(Q) se describen en la Figura 1.3.

Observar que la mutación µ2µ2(Q) del ejemplo anterior es nuevamente el carcaj Q. Esta

propiedad se cumple es general, es decir, la mutación es una involución.
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α1

α2

β1

β2

γ

Figura 1.2: Carcaj Q
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1 4
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α1

α2

β1

β2

γ

[α1β1]

Paso 1

2

1 4

3

α
∗
1

α2

β
∗
1

β2

γ

[α1β1]

Paso 2

2

1 4

3

α
∗
1

α2

β
∗
1

β2

Paso 3

Figura 1.3: Mutación por pasos de un carcaj

1.3. Mutaciones de carcajes con potenciales

Los carcajes con potenciales aparecen en distintas áreas de la ciencia. Por ejemplo, en Física,

en el contexto de dualidad de Seiberg en espejos simétricos, en donde los potenciales reciben el

nombre de superpotenciales (véase [BD], [Bra03], [DM]).

En esta sección describiremos la relación de los carcajes con potenciales con la Teoría de

Representaciones de Álgebras y Álgebras de Conglomerado. Para ello es necesario introducir

la noción de mutaciones de carcajes con potenciales. Nos basaremos en el trabajo de Derksen,

Weymann y Zelevinsky [DWZ08].

Definición 1.3.1. Sea Q un carcaj

Para cada entero d ≥ 1, definimos la parte cíclica de Λ
d como el R-sub-bimódulo gene-

rado por todos los ciclos de longitud d.

Un elemento W de k〈〈Q〉〉 es llamado potencial si es una combinación posiblemente
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infinita de ciclos en Q, es decir, es un elemento del subespacio vectorial

k〈〈Q〉〉cyc =
∞

∏
d=1

Λ
d
cyc

Dos potenciales S y S′ son cíclicamente equivalente si S− S′ pertenece a la clausura

topológica(con la topología m-ádica) del espacio generado por los elementos de la forma

a1 · · ·ad−a2 · · ·ada1 donde a1 · · ·ad es un ciclo.

Para cada flecha α ∈ Q1 fija y cada ciclo c = α1α2 · · ·αl en Q definimos la derivada

cíclica del ciclo c como sigue:

∂α(α1α2 · · ·αl) =
l

∑
k=1

δα,αkαk+1 · · ·αlα1 · · ·αk−1

donde δα,αk es la delta de Kronecker, es decir,

δα,αk =

1 si α = αk

0 en otro caso.

La derivada cíclica ∂α : k〈〈Q〉〉cyc→ k〈〈Q〉〉 respecto a α es la extensión lineal y continua

de tal manera que quede definida para todo potencial W . La definición general de derivada

cíclica para álgebras no-conmutativas fue dada por Rota, Sagan y Stein en [RSS80].

De la definición de equivalencia cíclica, se sigue que un potencial W de k〈〈Q〉〉 no puede

tener dos términos ρ1 y ρ2 con coeficientes no-cero tal que uno de ellos puede obtenerse del

otro por una rotación. Al par (Q,W ) le llamaremos carcaj con potencial.

Definición 1.3.2. Sea (Q,W ) un carcaj con potencial. El ideal Jacobiano J(W ) es la cerradura

topológica del ideal bilátero de k〈〈Q〉〉 generado por el conjunto {∂α(W ) | α ∈ Q1}, y el

álgebra Jacobiana P(Q,W ) es el cociente k〈〈Q〉〉/J(W ).

Ejemplo 1.3.3. Sean Q el carcaj de la Figura 1.4 y W el potencial αβγ .

El álgebra Jacobiana P(Q,W ) es por definición el cociente k〈〈Q〉〉/J(W ), donde J(W )

está generado por la relaciones βγ,γα y αβ . En este caso, se puede probar que P(Q,W ) es

isomorfa al álgebra de caminos k〈Q〉/I, donde I es el ideal generado por las mismas relaciones

βγ,γα y αβ .
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2

1 3

α β

γ

Figura 1.4: Carcaj Q

La mutación de carcaj con potencial está fuertemente relacionada con la definición que

dimos en la sección anterior de mutación de un carcaj, que es puramente combinatoria. Sin

embargo, esta nueva operación está ligada además a nociones algebraicas como suma directa de

carcajes con potenciales y una idea de reducción de carcajes con potenciales que definiremos a

continuación.

Definición 1.3.4. Sean (Q,W ) y (Q′,W ′) carcajes con potenciales sobre el mismo conjunto de

vértices Q0.

Los carcajes con potenciales (Q,W ) y (Q′,W ′) son equivalentes a derecha si existe un

isomorfismo de álgebras φ : k〈〈Q〉〉 → k〈〈Q′〉〉 tal que φ |R= id, y φ(W ) es cíclicamente

equivalente a W ′.

La suma directa de carcajes con potenciales (Q,W )⊕ (Q′,W ′) se define como el carcaj

con potencial (Q⊕Q′,W +W ′).

Un carcaj con potencial (Q,W ) es trivial si W ∈ Λ
2 y ∂W = Λ, o equivalentemente,

P(Q,W ) = R.

Denotemos por W (n) ∈ Λ
n la componente homogénea de orden n de un potencial W . Un

carcaj con potencial (Q,W ) es reducido si la componente homogénea W 2 de orden dos es

cero, es decir, W ⊂m3.

Definimos la expansión trivial de flechas y expansión reducida de flechas de (Q,W ) como

el R-bimódulo de dimensión finita dado por

Λtriv = Λtriv(W ) = ∂W (2), Λred = Λred(W ) = Λ/∂W (2). (1.3)

El siguiente resultado es de gran importancia para definir mutaciones en carcajes con poten-

ciales.
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Teorema 1.3.5. [DWZ08, Teorema 4.6] Para cada carcaj con potencial (Q,W ) con la expan-

sión trivial de flechas Atriv y la expansión reducida de flechas Ared, existen un carcaj con po-

tencial trivial (Qtriv,Wtriv) y un carcaj con potencial reducido (Qred,Wred) tales que (Q,W ) es

equivalente a derecha a la suma directa (Qtriv,Wtriv)⊕ (Qred,Wred).

Definición 1.3.6. En el contexto del Teorema 1.3.5, los carcajes con potencial (Qtriv,Wtriv) y

(Qred,Wred) son llamados, respectivamente, la parte reducida y la parte trivial de (Q,W ).

Definición 1.3.7 (Premutación de carcaj con potencial). Sean (Q,W ) un carcaj con potencial e

i ∈ Q0 una flecha de Q. Denotemos por µ̃i(Q) el carcaj que resulta de aplicar los dos primeros

paso de mutación de carcaj (ver Definición 4.5.2).

Denotaremos por [W ] el potencial en k〈〈µ̃i(Q)〉〉 obtenido de S al remplazar todos los ca-

minos de Q longitud 2 αβ tal que t(α) = i = s(β ) por la flecha [αβ ] de µ̃i(Q). Sea ∆i(Q) =

∑α
∗
β
∗[αβ ] el potencial en k〈〈µ̃i(Q)〉〉, que es la suma de todos los nuevos 3-ciclos, es decir,

la suma corre por todos los caminos de longitud 2 αβ de Q tal que t(α) = i = s(β ).

La pre-mutación del carcaj con potencial (Q,W ) en i es µ̃i(Q,W ) = (µ̃i(Q), µ̃i(W )), donde

µ̃i(W ) = [W ]+∆i(Q).

Observe que la definicón de pre-mutación no garantiza que el carcaj subyacente µ̃i(Q) sea 2-

acíclico, ya que recordemos que en el Paso 1 de la mutación µi(Q) posiblemente obtengamos 2-

ciclos y en el Paso 2 invertimos flechas, por tanto en µ̃i(Q) no se ha realizado aún la eliminación

de los 2-ciclos.

La siguiente definición fue dada por Derkens, Weyman y Zelevinsky en [DWZ08].

Definición 1.3.8 (Mutación de carcaj con potencial). Sea (Q,W ) un carcaj con potencial e i

un vértice de Q. Bajo las hipótesis y notación del Teorema 1.3.5, definimos la mutación de un

carcaj con potencial (Q,W ) con respecto a i como la parte reducida del carcaj con potencial

µ̃i(Q,W ) = (µ̃i(Q), µ̃i(W )), es decir, µi(Q,W ) = ((µ̃i(Q))red,(µ̃i(W ))red).

En el Ejemplo 1.3.10 mostraremos que el carcaj subyacente de µi(Q,W ) puede ser o no

2-acíclico. Ésta propiedad depende fuertemente del potencial W .

Definición 1.3.9. Sea k1, . . . ,kl ∈ Q0 una sucesión finita de vértices tales que ki 6= ki+1 para

todo i = 1, . . . , l−1. Decimos que el carcaj con potencial (Q,W ) es (kl, . . . ,k1)-no-degenerado
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si todos los carcajes con potenciales (Q,W ),µk1(Q,W ),µk2 µk1(Q,W ), . . . ,µkl · µk1(Q,W ) son

2-acíclicos (y por tanto bien definidos). Decimos que un carcaj con potencial (Q,W ) es no-

degenerado si es (k1, . . . ,kl)-no-degenerado para cualquier sucesión de vértices.

Ejemplo 1.3.10. Consideremos el carcaj Q de la Figura 1.5 y dos potenciales W1 = αβγ y

W2 = 0. Para diferenciar el carcaj con potencial (Q,W1) con (Q,W2), denotaremos por (Q′,W2)

al segundo carcaj con potencial, teniendo en cuenta que Q = Q′.

2

1 3

α β

γ

Figura 1.5: Carcaj Q

Consideremos las pre-mutación µ̃2(Q,W1) y µ̃2(Q′,W2). Observemos que los carcajes µ̃2(Q)

y µ̃2(Q′) para ambas pre-mutaciones coinciden y es el carcaj de la Figura 1.6. En cuanto a los

potenciales, tenemos que µ̃2(W1) = [αβ ]γ +β
∗
α
∗[αβ ], mientras que µ̃2(W2) = β

∗
α
∗[αβ ].

2

1 3

α
∗ β

∗
γ

[αβ ]

Figura 1.6: Carcaj de la pre-mutación µ̃2(Q) y µ̃2(Q′)

Por tanto, la mutación µ2(Q,W1) es el carcaj con potencial (µ2(Q),µ2(W1) donde µ2(Q) es

el carcaj de la Figura 1.7 y µ2(W1) = 0. En este caso, el carcaj de la la mutación de (Q,W1) es

nuevamente 2-acíclico.

Mientras que la mutación µ2(Q,W2) coincide con la pre-mutación µ̃2(Q′,W2) y en este caso

el carcaj de µ2(Q,W2) tiene un 2-ciclo.

En el siguiente resultado, enumeramos algunas de las propiedades de mutaciones de carcajes

con potenciales.

Teorema 1.3.11. Supongamos que k = C. Entonces
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2

1 3

α
∗ β

∗

Figura 1.7: Carcaj de µ2(Q,W1)

(1) [DWZ08] Mutaciones de carcajes con potenciales están bien definidas salvo equivalencia

a derecha.

(2) [DWZ08, Teorema 5.7] Mutaciones de carcajes con potenciales son involuciones salvo

equivalencia a derecha.

(3) [DWZ08, Proposición 7.3] Todo carcaj 2-acíclico admite un potencial no-degenerado.

(4) [DWZ08, Proposición 6.4] La propiedad de dimensión finita de álgebras Jacobianas es

invariante bajo mutaciones de carcaj con potencial.

(5) [GLFS, Teorema 1.1] Para cualquier potencial no-degenerado W en un carcaj Q 2-

acíclico, el tipo de representación del álgebra Jacobiana P(Q,W ) es invariante bajo

mutaciones de carcajes con potencial.

(6) [GLFS, Prueba del Teorema 3.6] El crecimiento exponencial de un álgebra Jacobiana es

invariante bajo mutaciones de carcaj con potencial.

Observación 1.3.12. Los enunciados (1), (2) y (4) del Teorema 1.3.11 se cumplen independien-

temente del cuerpo k, la parte (3) se cumple para cualquier cuerpo no numerable, mientras que

las partes (5) y (6) están demostradas para el cuerpo C.

1.4. Un potencial para carcajes cíclicamente orientados

Como hemos mencionado anteriormente, dado un carcaj con potencial (Q,W ) y un vértice i

de Q podemos construir un nuevo carcaj con potencial µi(Q,W ), cuyo carcaj (µ̃i(Q))red puede

ser 2-acíclico o no, y esta propiedad depende fuertemente del potencial W (ver Ejemplo 1.3.10).

Por otro lado, el potencial W determina, además, si el álgebra Jacobiana Λ = P(Q,W ) es

de dimensión finita, propiedad que en nuestro contexto resulta de gran importancia.
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Por tanto, una pregunta natural es si dado un carcaj Q es posible determinar un potencial W

de k〈〈Q〉〉 de tal manera que el álgebra Jacobiana P(Q,W ) sea de dimensión finita y el carcaj

sea no-degenerado. En esta sección determinaremos, bajo ciertas hipótesis sobre el carcaj, un

potencial que determina álgebras Jacobianas de dimensión finita. Este resultado se encuentra en

[TVD].

Empezaremos recordando la definición de carcaj cíclicamente orientado.

Definición 1.4.1. Sea Q un carcaj.

Un ciclo c = (x1,α1, . . . ,xp,αp,xp) es llamado no-intersectante si los vértices x1, . . . ,xp

son distintos dos a dos.

Si c es un ciclo no-intersectante entonces cualquier flecha β ∈ Q \ {α1, . . . ,αp} con

{s(β ), t(β )} ⊆ {x1, . . . ,xp} es llamada cuerda de c. Un ciclo c es llamado sin-cuerdas

si es no-intersectante y no tiene cuerdas de c.

Si Q no tiene lazos ni 2-ciclos se llama cíclicamente orientado si cada ciclo sin-cuerdas

es orientado. Observar que esta característica implica que no existen flechas múltiples en

Q. Un carcaj sin ciclos orientados es llamado acíclico y el álgebra de caminos sobre un

carcaj acíclico es llamado triangular.

Un camino γ = (x0
γ1−→ x1

γ2−→ x2 → ·· ·
γL−→ xL) es minimal si no existe flecha xi → x j

en Q con 1 ≤ i + 1 < j ≤ L. Dados dos vértices x e y vamos a escribir x y para

indicar que x y y están unidos por una arista en el grafo subyacente de Q. Un paseo

γ = (x0 x1 x2 · · · xL) es llamado paseo minimal si no existe flecha que una

xi con x j con 1≤ i+1 < j ≤ L y (i, j) 6= (0,L).

Decimos que γ = (x0
γ1−→ x1

x−→2→ ··· → xL) es un camino anti-paralelo a una flecha

α : i→ j si x0 = j y xL = i. Observe que si γ es un camino anti-paralelo minimal a

α , entonces el sub-carcaj pleno generado por los vértices x0, . . . ,xL forman un ciclo sin-

cuerdas.

Antes de enunciar el resultado principal de esta Sección necesitamos definir el concepto de

potencial primitivo de un carcaj Q y sucesión cíclica.
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Definición 1.4.2. [DWZ08, Section 9] Sea Q un carcaj sin lazos ni 2-ciclos. Un potencial W de

k〈〈Q〉〉 es primitivo si es cíclicamente equivalente a una combinación lineal de todos los ciclos

sin-cuerda del carcaj Q.

Para aclarar la construcción de la siguiente definición véase el Ejemplo 1.4.4

Definición 1.4.3. Sean Q un carcaj cíclicamente orientado tal que toda flecha tenga a lo más dos

caminos anti-paralelos minimales y c= β0β1β2 . . .βl un ciclo orientado minimal. Consideremos

el par (β0,ρ), donde ρ es el camino anti-paralelo β1 . . .βl a la flecha β0 en el ciclo c. De manera

re-cursiva construiremos pares (αk,ρk) para todo k ∈N∪{0}, donde αk es una flecha de Q y ρk

es un camino anti-paralelo minimal a αk, mediante los siguientes pasos:

Paso 0 Denotamos por α0 a la flecha β0. Si existe un camino ρ0 anti-paralelo minimal a α0 y

diferente a ρ , entonces el primer elemento de la sucesión es (α0,ρ0). En caso contrario,

la sucesión es constante al elemento (α0,ρ) y el proceso termina en este paso.

Paso 1 Denotamos por α1 la flecha del camino ρ0 tal que s(α0) = t(α1). Notemos que α1 tiene

un único camino anti-paralelo minimal ρ
′
1 en el ciclo α0ρ0. Como en el paso anterior,

si existe un camino ρ1 anti-paralelo minimal a α1 y diferente a ρ
′
1, entonces el segundo

elemento de la sucesión es (α1,ρ1). En caso contrario, la sucesión es constante a partir

del elemento encontrado en el paso anterior, es decir, el par (α0,ρ0).

Paso 2 Denotamos por α2 la flecha del camino ρ1 tal que t(α1) = s(α2). Sea ρ
′
2 el único camino

anti-paralelo minimal a α2 en el ciclo α1ρ1. Si existe un camino ρ2 anti-paralelo minimal

a α2 y diferente a ρ
′
2, formando el par (α2,ρ2). En caso contrario, la sucesión es constante

a partir del elemento dos, es decir, el par (α1,ρ1).

...

Paso k Denotamos por αk la flecha del camino ρk−1 tal que:

• si k es impar s(αk−1) = t(αk);

• si k es par t(αk−1) = s(αk).
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Sea ρ
′
k el único camino anti-paralelo minimal a αk en el ciclo αk−1ρk−1. Si existe un

camino ρk anti-paralelo minimal a αk y diferente a ρ
′
k, entonces formamos el par (αk,ρk),

en caso contrario la sucesión es constante a partir del paso k−1.

A la sucesión de pares ordenados {(αk,ρk)}N∪{0} la llamaremos sucesión cíclica del ciclo c.

En caso de que, en algún paso, la sucesión se vuelva constante, diremos que la sucesión cíclica

es finita.

Notemos que las flechas αk de la sucesión cíclica {(αk,ρk)}N∪{0} de un ciclo c tienen la

propiedad de que terminan o empiezan en s(α). Más precisamente, si k es par, entonces t(αk) =

t(α); y si k es impar, entonces h(αk) = t(α). Además, dicha sucesión es única, ya que estamos

asumiendo que hay a lo más dos caminos anti-paralelos minimales.

Ejemplo 1.4.4. En este ejemplo construiremos la sucesión cíclica para el ciclo c = α0α3γ3 del

carcaj Q de la Figura 1.8. Antes de construirla observe que el carcaj Q satisface que toda flecha

tiene exactamente dos caminos anti-paralelos.

• • •

• •

•

γ1

α0

α3

α1 γ3

α2
γ2

α0

α3

γ3

Figura 1.8: Carcaj con sucesión cíclica infinita

Paso 0 Dado el ciclo c la flecha que tenemos que considerar para el primer elemento de la suce-

sión es α0. Consideremos ρ0, el único camino anti-paralelo minimal diferente a α3γ3, es

decir, ρ0 es el camino α1γ1, por tanto el primer elemento de la sucesión es (α0,α1γ1).

Paso 1 Consideramos a α1, pues α1 es la flecha de ρ0 tal que s(α1) = t(α0), observemos que

el único camino anti-paralelo minimal diferente a γ1α0 es γ2α2, por tanto el segundo

elemento de la sucesión es (α1,γ2α2).
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Paso 2 Consideramos α2 y el único camino anti-paralelo minimal diferente a α1γ2 es α3γ4, de

donde el tercer par de la sucesión es (α2,α3γ4).

Paso 3 Ahora consideremos la flecha α3 y el único camino anti-paralelo minimal diferente a γ4α2

es γ3α0, es decir, que el cuarto elemento es el par (α3,γ3α0).

Paso 4 Para construir el quinto elemento, consideremos α0 y el único camino anti-paralelo mini-

mal α1γ1 diferente a α3γ3, por tanto el quinto elemento es (α0,α1γ1).

Observemos que el quinto elemento de la sucesión (α0,α1γ1) coincide con el primer ele-

mento de la sucesión, es decir, que por la construcción de la sucesión, tenemos que (αk,ρk) =

(αk+4,ρk+4) para todo k ∈ N∪{0}.

En este ejemplo consideramos el ciclo c = α0α3γ3 y obtuvimos una sucesión cíclica perió-

dica. Esta propiedad es independiente del ciclo c, es decir, la sucesón cíclica de cualquier ciclo

minimal c del carcaj Q es una sucesón infinita, pero periódica y con periodo 4.

A partir de este momento siempre que nos refiramos a un camino γ anti-paralelo a una flecha

α , en un carcaj Q, estaremos asumiendo que el camino es minimal.

Observe que el carcaj Q del ejemplo 1.4.4 es cíclicamente orientado, pero ello no implica

que las sucesiones cíclicas sean finitas. Este carcaj resulta de interés en los capítulos posteriores.

Lema 1.4.5. Sea Q un carcaj cíclicamente orientado tal que todo vértice i ∈Q0 tenga a lo más

dos flechas que terminen en i. Entonces toda flecha α tiene a lo más dos caminos anti-paralelos.

Para la demostración del Lema 1.4.5, basta observar que todo camino minimal anti-paralelo

a una flecha α : i→ j, termina en i, y por hipótesis hay a los más dos flechas y por tanto a

lo más dos caminos anti-paralelos minimales, ya que los caminos anti-paralelos minimales no

comparten flechas.

A continuación enunciaremos el resultado principal de esta sección.

Teorema 1.4.6. [TVD, Teorema 2] Sea Q un carcaj cíclicamente orientado y tal que todo vértice

i ∈Q0 tenga a lo más dos flechas que terminen en i. Si toda sucesión cíclica, de cualquier ciclo

orientado minimal, es finita, entonces el álgebra Jacobiana P(Q,W ), con W un potencial

primitivo, es de dimensión finita.
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Demostración del Teorema 1.4.6. Primero probaremos que todo ciclo minimal orientado en el

álgebra Jacobiana Λ =P(Q,W ) es un camino cero. Sea c = β0β1 . . .βn un ciclo minimal orien-

tado.

Por hipótesis, el ciclo c tiene una sucesión cíclica finita, consideremos l el mayor natural

tal que los elementos {(αk,ρk)}l
k=1 son diferentes entre sí. Es decir, que αk tiene dos caminos

anti-paralelos para todo k = {1, . . . , l−1}, uno de ellos es ρk y el otro lo denotaremos por ρ
′
k y

que es un camino del ciclo αk−1ρk−1. Mientras que αl tiene sólo un camino anti-paralelo. Por

tanto,

∂αk(W ) = xckρk + xck−1ρ
′
k (1.4)

donde xck,i y xck,2 son los coeficientes de los ciclos αkρk y αk−1ρk−1 en el potencial W respecti-

vamente, para todo k = 1, . . . , l−1, y en los caso de α0 y αl , tenemos:

∂α0(W ) = xcβ1 . . .βn + xc0ρ0 (1.5)

donde xc es el coeficiente del ciclo c en W y xc0 es el coeficiente del ciclo ρ0α0 en W y

∂αl(W ) = xcl ρl (1.6)

pues αl tiene un único camino anti-paralelo y xcl es el coeficiente del ciclo αlρl en el potencial

W .

Consideremos el ciclo c = β0β1 . . .βn, por la construcción de los pares {(αk,ρk)}l
k=1, tene-

mos que el ciclo c es igual a α0β1 . . .βn, pues α0 = β0. Además, por la Ecuación 1.5, tenemos

que β1 . . .βn =−
xc0

xc
ρ0, por tanto,

c = α0β1 . . .βn

= −xc0

xc
α0ρ0

= −xc0

xc
ρ
′
1α1 (1.7)

La última expresión de la Ecuación 1.7 se obtiene del hecho que α1 es la única flecha de ρ0 que

tiene satisface s(α0) = t(α1) y ρ
′
1 es el único camino anti-paralelo a α1 en el ciclo α0ρ0 (ver

paso 2 de la Definición 1.4.3). Realizando este proceso, para cada par (αk,ρk) y reduciendo los

escalares, tenemos
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c =

(
−xc0

xc

)(
−xc1

xc0

)
ρ1α1 =

xc1

xc
ρ1α1

=
xc1

xc
α2ρ

′
2

=

(
xc1

xc

)(
−xc2

xc1

)
α2ρ2 =−

xc2

xc
α2ρ2

= −xc2

xc
ρ
′
3α3

...

=


xcl−1

xc
ρl−1αl−1 si l−1 es impar

−
xcl−1

xc
αl−1ρl−1 si l−1 es par

(1.8)

Puesto que αl es la única flecha de ρl−1 que empieza o termina en s(α0) y ρ
′
l es el camino

anti-paralelo a αl en el ciclo ρl−1αl−1, la expresión 1.8 se puede reescribir de la siguiente

manera:

c =


xcl−1

xc
αlρ

′
l si l−1 es impar

−
xcl−1

xc
ρ
′
l αl si l−1 es par

(1.9)

Como αl tiene un único camino anti-paralelo, tenemos

c =


xcl−1

xc
αlρl si l−1 es impar

−
xcl−1

xc
ρlαl si l−1 es par

(1.10)

Y la relación 1.6, implica que c es un ciclo cero en Λ.

Ahora, probaremos que cualquier ciclo es cero en Λ. Sea c un ciclo no minimal en Q. Para

fijar notación

c = (x1
α1→ x2

α2→ . . .xn
αn→ x1).

Si existe un camino γ = αk . . .αk′ de c tal que γ es un ciclo mínimo, entonces el ciclo c ya

es un ciclo cero en Λ. Supongamos que ningún camino αk . . .αk′ con k < k′ es un ciclo mínimo.

Puesto que c es un ciclo no minimal, entonces existe una cuerda β1 : xi→ x j con vértices en

c tal que c1 = β1α j . . .αi es un ciclo orientado mínimo. Consideremos j como el menor natural

del conjunto {1,2, . . . ,n} tal que c1 es un ciclo orientado mínimo. Denotemos por i0 = j y i1 = i.
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Ahora, consideremos el paseo c̃1 que se obtiene de sustituir el camino αi0 . . .αi1 por β1 en

el ciclo c, es decir,

c̃1 = (x1
α1→ x2

α2→ ·· ·
αi0−1→ xi0

β1← xi1
αi1→ . . .xn

αn→ x1).

Puesto que c̃1 no es orientado no puede ser minimal, ya que el carcaj es cíclicamente orientado,

por tanto existe una cuerda β2 : xi3 → xi2 tal que c2 = β2αi2 . . .αi3 es un ciclo mínimo orientado

y el número i3 es el menor número natural en el conjunto {1 . . . ,n} \ {i0, . . . , i1− 1} con esta

propiedad y que el camino γ1 que empieza en t(β1) y termina en h(β2), que es:

(xi1
αi1→ ···

αi2−1→ xi2)

no tiene cuerdas.

Observe que nuevamente el paseo c̃2 que se obtiene de sustituir el camino αi0 . . .αi1 por la

flecha β2 el paseo c̃1, es decir,

c̃2 = (x1
α1→ x2 · · ·

αi0−1→ xi0
β1← xi1

αi1→ ···
αi2−1→ xi2

β2← xi3
αi3→ . . .xn

αn→ x1)

tampoco es no orientado y por tanto no minimal, es decir, existe una cuerda β3 : xi5 → xi4 , con

las propiedades análogas a la flecha β2.

El proceso de elegir una flecha βi con vértices en el paseo c̃i−1 se puede repetir sólo un

número finito de veces, pues βi tiene vértices en un conjunto cada vez más pequeño en cada

elección.

Al finalizar la elección de los βi, observemos que por la minimalidad del los números i j en

cada paso, necesariamente la longitud de cada camino γi que empiezan en s(βi) y termina en

t(βi+1) tiene que ser cero. Es decir, s(βi) = t(βi+1) módulo la cantidad de flechas βi, formando

de esta manera un ciclo minimal orientado β1β2 . . .βr, donde r es el número de cuerdas del ciclo

seleccionadas.

Por construcción de β1, tenemos que h(αn) es un vértice xk con k en el conjunto ordenado

{i1, i1 + 1, . . . ,n− 1}. Por tanto s(β2) es un vértices x′k con k en el mismo conjunto {i1, i1 +

1, . . . ,n−1}.

Consideremos el camino

αi0 . . .αi1αi1+1 . . .αs(β2).
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Hemos descartado la opción de que αi0 . . .αi1αi1+1 sea un ciclo mínimo, pues en caso contrario

el ciclo c ya es cero, pero la flecha β2 tiene sólo dos caminos anti-paralelos, uno de ellos es

αi1+1 . . .αs(β2) y el otro es un camino denotaremos que por ρ
′. Como W es un potencial primitivo

entonces

∂β2(W ) = xcαi1+1 . . .αs(β2)+ x′cρ
′

para algún par de escalares xc y x′c. Por tanto, el ciclo c se puede reescribir como

− x′c
xc

α1 . . .αi0 . . .αi1ρ
′
αs(β2)+1 . . .αn. (1.11)

Por hipótesis, del vértice xi1 salen a lo más dos flechas, una de ellas es β1 y la otra es αi1+1,

por tanto el camino ρ
′ empieza con la flecha β1, por tanto el ciclo c de la Ecuación 1.11 tiene el

ciclo mínimo αi0 . . .αi1β1 que es cero en Λ, por tanto el camino c es cero.



Capítulo 2

Carcaj de Auslander-Reiten,

categorías de conglomerado y

n-anguladas

Este capítulo damos definiciones y resultados, existentes en la literatura, que son relevantes

para esta tesis, los temas a tratar son: carcaj de Auslander-Reiten, categorías de conglomerado

y categorías n-anguladas. Éstas últimas son una generalización de las categorías trianguladas y

están fuertemente relacionadas con las categorías de conglomerado.

2.1. Carcaj de Auslander-Reiten

En esta sección presentaremos algunos conceptos básicos sobre la Teoría de Auslander-

Reiten, relacionada con el carcaj de Auslander-Reiten. Esta teoría está definida para álgebras

mucho más generales que las k-álgebras sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado.

Empezaremos definiendo cierto tipo de sucesiones exactas cortas de módulos que son im-

portantes para construir el carcaj de Auslaner-Reiten.

Definición 2.1.1. Sean f : B→C y g : A→ B homomorfismos de Λ-módulos.

Decimos que f es un epimorfismo que se escinde o se parte si existe h : C→ B tal que

f ◦h = 1C, es decir, el morfismos 1C : C→C se factoriza por f .

19
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Decimos que g es un monomorfismo que se escinde o que se parte si el morfismo 1A se

factoriza por g.

Decimos que f es un morfismo que casi se parte a derecha si:

(a) f no es un epimorfismo que se escinde;

(b) todo morfismo h : X →C que no es un epimorfismo que se escinde se factoriza por

f .

Decimos que g es un morfismo que casi se parte a izquierda si:

(a) f no es un monomorfismo que se escinde;

(b) todo morfismo h : A→ X que no es un monomorfismo que se escinde se factoriza

por f .

Ejemplo 2.1.2. Hay dos ejemplos canónicos de morfismos que casi se parten a izquierda y a

derecha. Uno de ellos relacionado a módulos indescomponibles inyectivos y el otro a módulos

indescomponibles proyectivos. Sea I un módulo indescomponible inyectivo. Entonces el epi-

morfismo I −→ I/soc I es un morfismo que casi se parte a izquierda. De manera dual, dado un

módulo indescomponible proyectivo, el monomorfismo rad(P)−→ P es un monomorfismo que

casi se parte a derecha.

Definición 2.1.3. Sean f : B−→C y g : A−→ B morfismo de Λ-módulos.

Un morfismo f es minimal a izquierda si para todo morfismo h : C−→C tal que h◦ f = f ,

se cumple que h es un isomorfismo.

Un morfismo g es minimal a derecha si para todo morfismo h : B−→ B tal que f ◦h = f ,

se cumple que h es un isomorfismo.

Un morfismo f es minimal a derecha que casi se parte si es:

(a) un morfismo que casi se parte a derecha y,

(b) un morfismo minimal a derecha.

Un morfismo g es minimal a derecha que casi se parte a izquierda si es:
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(a) un morfismo que casi se parte a izquierda y,

(b) un morfismo minimal a izquierda.

En esta sección estamos interesados en aquellas sucesiones exactas cortas

0−→ A
f−→ B

g−→C −→ 0

tales que f es un morfismo que casi se parte a izquierda y g es un morfismo que casi se parte

a derecha. Este tipo de sucesiones se le llama sucesiones que casi se parten o sucesiones de

Auslander-Reiten y están relacionadas con un funtor que construiremos a continuación.

Consideremos M un Λ-módulo y

P1
p1−→ P0

p0−→M −→ 0

una presentación proyectiva minimal de M, donde p0 : P0 −→ M y p1 : P1 −→ ker p0 son cu-

biertas proyectivas. Aplicando el funtor dual (−)∗ = Hom Λ(−,Λ) (exacto a izquierda y con-

travariante), obtenemos la sucesión exacta

0−→M∗
p∗0−→ P∗0

p∗1−→ P∗1 −→ CokerP∗1 −→ 0.

Denotemos por TrM al Coker p∗1 y lo llamamos el transpuesto de M.

Para poder definir el funtor transpuesto es necesario considerar la categoría estable por

proyectivos que por definición es la categoría cociente

mód Λ = mód Λ/P.

Recordemos que los objetos de la categoría estable mód Λ son los mismos que los objetos

de la categoría de módulos mód Λ, mientras que dados M,N módulos, el k-espacio vectorial

Hom Λ(M,N) de morfismos de M en N está definido como el espacio vectorial cociente

Hom Λ(M,N) = Hom Λ(M,N)/P(M,N).

Proposición 2.1.4. [ASS06, Capítulo IV, Proposición 2.2] La correspondencia M 7−→ TrM

induce un funtor dual k-lineal

Tr : módΛ−→módΛ
op.

A continuación enunciamos un resultado sobre las sucesiones que casi se parten.
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Proposición 2.1.5. [ARO97, Capítulo V Proposición 1.14] Sea D = Hom k(−,k) el funtor dual

estándar. Los siguientes enunciados son equivalentes para una sucesión exacta

0−→ A
f−→ B

g−→C −→ 0

(a) La sucesión es una sucesión que casi se parte.

(b) El morfismo g es minimal que casi se parte a derecha.

(c) El morfismo f es minimal que casi se parte a izquierda.

(d) El módulo A es indescomponible y g casi se parte a derecha.

(e) El módulo C es indescomponible y f casi se parte a izquierda.

(f) El módulo C es isomorfo a TrDA y f casi se parte a izquierda.

(g) El módulo A es isomorfo a DTrC y f casi se parte a derecha.

Definición 2.1.6. Los funtores trasladados de Auslader-Reiten son las composición de los fun-

tores D y Tr, es decir,

τ = DTr y τ
−1 TrD.

La existencia de sucesiones que casi se parten fue observado por primera vez en 1971 por

Auslander en [Aus71], para álgebras de tipo de representación finita, es decir, álgebras con una

cantidad finita de módulos indescomponibles no isomorfos dos a dos. El resultado general se

enuncia a continuación.

Teorema 2.1.7. [ARO97, Capítulo V Teorema 1.15]

(a) Si C es un módulo indescomponible no-proyectivo, entonces existe una sucesión que casi

se parte 0−→ A
f−→ B

g−→C −→ 0.

(b) Si Λ es un módulo indescomponible no-inyectivo, entonces existe una sucesicón que casi

se parte 0−→ A
f−→ B

g−→C −→ 0.

Ejemplo 2.1.8. En este ejemplo mostraremos tres sucesiones que casi se parten.
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(a) Sea P un módulo indescomponible proyectivo no simple tal que rad P es simple. Enton-

ces, la sucesión

0−→ rad P i−→ P−→ Coker i−→ 0

es una sucesión que casi se parte.

(b) Dualmente, si I es un módulo indescomponible inyectivo no simple tal que I/soc I es

simple, entonces la sucesión

0−→ ker p−→ I
p−→ I/soc I −→ 0

es una sucesión que casi se parte.

(c) Dado un P módulo indescomponible proyectivo-inyectivo no simple. La sucesión

0−→ rad P−→ rad P/soc P⊕P−→ P/soc P−→ 0

es una sucesión que casi se parte.

Las sucesiones que casi se parten están relacionadas con cierto tipo de morfismo llamados

irreducibles, definidos a continuación.

Definición 2.1.9. Sea g : B−→C un morfismo de Λ-módulos. Decimos que g es irreducible si

g no es un monomorfismo ni epimorfismo que se escinde o se parte;

si g = t ◦ s para algún s : B −→ X y t : X −→C, entonces s es un monomorfismo que se

escinde o se parte o t es un epimorfismo que se escinde o se parte

Ahora daremos la relación entre morfismos irreducibles y morfimos que casi se parten a

izquierda y derecha.

Teorema 2.1.10. [ARO97, Capítulo V, Teorema 5.3]

(a) Sea C un módulo indescomponible. Entonces un morfismo g : B−→C es irreducible si y

sólo si existe un morfismo g′ : B′ −→C tal que el morfismo inducido
(

g g′
)

: B⊕B′ −→

C es un morfismo minimal a derecha que casi se parte.
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(b) Sea A un módulo indescomponibles. Entonces g : A−→ B es irreducible si y sólo si exis-

te un morfismo g′ : A −→ B′ tal que el morfismo inducido

g

g′

 : A −→ B⊕B′ es un

morfismo minimal a izquierda que casi se parte.

Una importante consecuencia del Teorema 2.1.10 es que podemos obtener información de

los morfismos minimales a izquierda que casi se parten conociendo los morfismos minimales a

derecha que casi se parten y viceversa. Además, nos permite estudiar la estructura de sucesiones

que casi se parten.

Ahora podemos definir el Carcaj de Auslander-Reiten.

Definición 2.1.11. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita. Denotemos por indΛ a la clase de

Λ-módulos indescomponibles no isomorfos dos a dos.

Sea ΓΛ el carcaj, posiblemente infinito, con vértices y flechas definidos como sigue:

el conjunto de vértices (ΓΛ)0 está en biyección con los Λ-módulos de indΛ; cada vértice

es denotado por [M],

existe una flecha de [M] en [N] si y sólo si existe un morfismo irreducible M −→ N. La

flecha tiene valuación (a,b), con a y b naturales, si existe

(a) un morfismo minimal que casi se parte a derecha⊕a
i=1Mi⊕X −→N, donde Mi = M

y M no es un sumando directo de X ,

(b) un existe un morfimso minimal que casi se parte a izquierda M −→ ⊕b
i=1Ni⊕Y ,

donde Ni = N y N no es un sumando directo de Y .

Los vértices que corresponden a módulos proyectivos son llamados vértices proyectivos y

aquellos que corresponden a módulos inyectivos son llamados vértices inyectivos.

El carcaj valuado ΓΛ junto con el trasladado de Auslander-Reiten τ es llamado el carcaj de

Auslander-Reiten de Λ.

Para el siguiente ejemplo asumiremos cierto conocimiento sobre la técnica para calcular los

módulos proyectivos e inyectivos sobre k-álgebras de caminos, así como también los radicales

y zócalos de módulos (ver [ASS06]).
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Ejemplo 2.1.12. Consideremos Q el carcaj 1 −→ 2 −→ 3. La k-álgebra de caminos tiene los

siguientes módulos indescomponibles proyectivos e inyectivos:

P1 =


1

2

3

= I3 P2 =

2

3

 P3 =
[
3
]
= S3 I1 =

[
1
]
= S1 I2 =

1

2

 .
Para construir el carcaj de Auslander-Reiten es necesario construir los morfismos irreduci-

bles entre los módulos indescomponibles, morfismos que están relacionados con los morfismos

minimales que casi se parten. Sabemos que para los módulos indescomponibles inyectivos y

proyectivos es posible construir este tipo de morfismos (ver Ejemplo 2.1.2 y 2.1.8), para ello ne-

cesitamos calcular los radicales de los módulos no simples proyectivos y los cocientes I/Soc(I)

de los módulos no simples inyectivos que, en este caso, son:

radP1 = P2 radP2 = P3 I3/Soc(I3) = I2 I2/Soc(I2) = I1 = S1. (2.1)

Observemos que P1 es un módulo proyectivo-inyectivo, P2 es un módulo proyectivo no

simple y I2 es un módulo inyectivo no simple, por tanto, por el Ejemplo 2.1.8 tenemos tres

sucesiones que casi se parten, asociadas a estos módulos:

0−→ rad P2
i−→ P2 −→ Coker i = S2 −→ 0

0−→ ker p = S2 −→ I2
p−→ I2/soc I2 −→ 0

0−→ rad P1 −→ rad P1/soc P1⊕P1 −→ P1/soc P1 −→ 0.

Relacionando estas tres sucesiones y los cálculos realizados en 2.1, tenemos que el carcaj

de Auslander-Reiten es el de la Figura 2.1.

P1

P2 I2

P3 S2 I3

Figura 2.1: Carcaj de Auslander-Reiten del álgebra k〈Q〉
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Para finalizar definiremos el concepto de tubos en un carcaj, para ello es necesario definir el

concepto de carcaj de traslación.

Definición 2.1.13. [Rin84]

Un carcaj de traslación Γ es un 3-dupla Γ = (Γ0,Γ1,τ) donde

(a) (Γ0,Γ1) es un carcaj posiblemente infinito, pero localmente finito;

(b) y τ es un morfismo inyectivo τ = τΓ : Γ
′
0 −→ Γ0 definida en un subconjunto Γ

′
0 ⊂ Γ0

tal que para todo z ∈ Γ
′
0 y cualquier y ∈ Γ0 el número de flechas de y a z es igual a

número de flechas de τz a y.

Los vértices que no pertenecen a Γ
′
0 son llamados proyectivos y aquellos que no pertene-

cen a la imagen de τ son llamados inyectivos.

Un vértice x de Γ es periódico si existe un n≥ 1 tal que τ
nx = x.

Un carcaj de traslación es estable si no contiene vértices proyectivos ni inyectivos.

Sea A∞ el carcaj infinito

1−→ 2−→ ·· · −→ n−→ n+1−→ ·· ·

El carcaj de traslación ZA∞ tiene como vértices al conjunto (Z,A∞), para cada flecha α :

a−→ b en A∞, existen dos flechas (z,α) : (z,a)−→ (z,b) y (z,α)′ : (z,b)−→ (z+1,α)

y definimos τ(z,a) = (z−1,a) para todo vértice a de A∞.

Un carcaj de traslación Γ es un tubo estable si Γ es de forma ZA∞/n para algún n ∈ N,

donde ZA∞/n es el carcaj de traslación que se obtiene de ZA∞ identificando los vértices

x ∈ ZA∞ con τ
nx y cualquier flecha x −→ y con la flecha τ

nx −→ τ
ny. Decimos que el

número n es el rango de Γ.

Observemos que un carcaj de Auslander-Reiten Γ es por definición un carcaj de traslación

(Γ0,Γ1,τΓ) valuado, donde el conjunto de vértices Γ0 está en biyección con los módulos in-

descomponibles, las flechas de Γ1 corresponden a morfismos irreducibles y la función τΓ es el

trasladado de Auslander-Reiten.
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2.2. Categorías generalizadas de conglomerado

Un álgebra de conglomerado es una subálgebra conmutativa de un cuerpo de funciones ra-

cionales, dado por generadores. Sin embargo, en lugar de dar una lista infinita de generadores

se define un conjunto finito de ellos, junto con un método iterativo para producir nuevos gene-

radores a partir de los viejos. Este método es un proceso combinatorio llamado mutación que

depende de una matriz anti-simetrizable. En caso que dicha matriz sea anti-simétrica y entera,

el proceso de mutación tiene una interpretación combinatoria de carcajes que coincide con la

mutación de carcajes definida en el Capítulo 1.

En esta sección trabajaremos con categorías que nacieron por la idea de categorificar álge-

bras de conglomerado. Empezaremos por recordar algunas definiciones.

Definición 2.2.1. Sea C una categoría triangulada y Σ el funtor suspensión de C .

Un funtor aditivo S : C → C es un funtor de Serre si S es una auto-equivalencia de C y

hay un isomorfismo natural

DHomC (X ,Y )∼= HomC (Y,SX)

para cada X ,Y ∈ C .

La categoría C es n-Calabi-Yau si

DHomC (X ,Y )∼= HomC (Y,ΣnX)

donde D es el funtor dual Homk(,k), es decir, que la categoría C tiene un funtor de Serre

S equivalente a Σ
n.

Decimos que la categoría C es Hom-finita si el k-espacio vectorial HomC (X ,Y ) es de

dimensión finita para todo X ,Y ∈ C .

Sea T un objeto en la categoría C . Decimos que T es un objeto rígido si Ext1C (T,T ) = 0.

Un objeto T es rígido maximal si T es rígido y dado cualquier objeto rígido N ∈ C tal

que T ∈ add N satisface que N ∈ add T .

Supongamos que C es una categoría Hom-finita.
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Un objeto T ∈C es llamado inclinante de conglomerado o 2-inclinante de conglomerado

si

add T = {X ∈ C | HomC (X ,T [1]) = 0}= {X ∈ C | HomC (T,X [1]) = 0}

Más aún, supongamos que C es 2-Calabi-Yau.

El álgebra de endomorfismo Λ = EndC (T ) para un objeto inclinante de conglomerado T

de C es llamada álgebra 2-Calabi-Yau inclinada.

Observe que un objeto inclinante de conglomerado es un objeto rígido maximal, pero el

recíproco no es cierto. Burban, Iyama, Keller y Reiten en [BIKR08] muestran varias categorías

donde hay objetos rígidos maximales que no son objetos inclinantes de conglomerado.

En este trabajo estamos interesados en aquellas categorías trianguladas, Hom-finitas que

poseen objetos incliantes de conglomerado, pues en este tipo de categorías es posible construir

de forma recursiva objetos inclinantes de conglomerado a partir de uno dado. Este proceso

recursivo es llamado llamada mutación de Iyama-Yoshino y se encuentra descrito en el siguiente

teorema.

Teorema 2.2.2. Sea C una categoría triangulada Hom-finita, 2-Calabi-Yau con un objeto incli-

nante de conglomerado T . Sea Ti un sumando directo indescomponible de T ∼= Ti⊕T0. Entonces

existe un único objeto indescomponible T ∗i no-isomorfo a Ti tal que T0⊕T ∗i es un objeto incli-

nante de conglomerado. Más aún, Ti y T ∗i están relacionados por la existencia de triángulos

Ti
u−→ B v−→ T ∗i

w−→ Ti[1] y T ∗i
u′−→ B′ v′−→ Ti

w′−→ T ∗i [1]

donde u y u′ son add(T0)-aproximación minimal a izquierda y v y v′ son add(T0)-aproximación

minimal a derecha.

Observación 2.2.3. La mutación de objetos inclinantes de conglomerado fue descrita por pri-

mera vez por Buan, Marsh, Reineke, Reiten y Todorov en categorías de conglomerado que son

categorías contruidas apartir de un álgebra de caminos sobre un carcaj sin ciclos orientados, más

adelante será descrita con mayor cuidado (ver [BMR+06, Proposición 6.9]). Este mismo con-

cepto, en el contexto de categorías de módulos sobre álgebras preproyectivas de tipo Dynkin,

también fue definido por Geiss, Leclerc y Schröer (ver [GLS08, Lema 5.1]).
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Definición 2.2.4. Un álgebra Λ es hereditaria si cualquier ideal de Λ es proyectivo como Λ-

módulo.

Se puede probar que un álgebra es hereditaria si y sólo si es un álgebra de caminos de un

carcaj finito, conexo y acíclico. Por tanto la Observación 2.2.3 se refiera a álgebras hereditarias.

En el siguiente ejemplo construiremos la categoría de conglomerado de un álgebra here-

ditaria, definida por Buan, Marsh, Reineke, Reiten y Todorov en [BMR+06]. Esta categoría

resulta de interés en este capítulo ya que es un ejemplo canónico de categorías 2-Calabi-Yau,

Hom-finita y con objetos inclinantes de conglomerado.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos k un cuerpo algebraicamente cerrado y Q un carcaj acíclico. Por

tanto, el álgebra Λ = k〈Q〉 es un álgebra de dimensión finita y dimensión global finita.

Bajo estas hipótesis, la categoría derivada acotada Db(Λ) es una k-categoría cuyos objetos

son complejos acotados de Λ-módulos de dimensión finita. Y sus morfismos son obtenidos de

los morfimos de complejos invirtiendo formalmente quasi-isomorfismos (véase [Nee01, Hap88]

para una descripción más precisa).

Dado un objeto M ∈Db(Λ) denotamos por M[1] el complejo trasladado definido por M[1]n :=

Mn+1 y dM[1] =−dM. Esta categoría es triangulada, con el funtor suspensión dado por ésta ope-

ración. Más aún, la categoría Db(Λ) tiene un funtor de Serre S = _⊗L
Λ DΛ y un trasladado de

Auslander-Reiten τ = _⊗L
Λ DΛ[−1].

Sea S2 el funtor S[−2] = τ[−1]. La categoría de conglomerado CΛ es la categoría de órbitas

de Db(Λ) por el funtor S2. Los objetos indescomponibles de CΛ son los objetos indescomponi-

bles de Db(Λ), y el espacio de morfismos entre dos objetos X ,Y ∈ C está dado por

HomCΛ
(X ,Y ) =⊕i∈ZHomDb(Λ)(X ,Si

2Y ).

Se puede probar que la categoría CΛ es una categoría Hom-finita, el funtor de Serre coincide

con el transladado de Auslander-Reiten τCΛ
, tiene objetos inclinantes de conglomerado que

son inducidos por módulos básicos inclinantes sobre un álgebra hereditaria Λ
′ derivadamente

equivalente a Λ y es 2-Calabi-Yau.

Existen muchos ejemplos de categorías con las misma propiedades que las de una categoría

de conglomerado, por ejemplo:
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Categoría de módulos finitamente generados sobre álgebras pre-proyectivas de tipo Dyn-

kin (ver [AIRT12, GLS08, GLS05]).

Categorías asociadas a palabras de un grupo de Coxeter (ver [Ami09]).

Categorías de conglomerado generalizadas (ver [Ami09]).

Categorías asociadas a carcajes con potenciales (ver [Ami09, Pla11]).

Categorías estables de módulos Cohen-Macaulay maximales sobre cierto tipo de anillos

(ver [IY08, BIKR08]).

Todos estos ejemplos salvo las categorías estables de módulos Cohen-Macaulay tienen la

propiedad que las álgebras 2-Calabi-Yau inclinadas, de cada una de ellas, son álgebras Jacobia-

nas de dimensión finita.

Existe una fuerte relación en las categorías 2-Calabi-Yau, Hom-finitas con objetos incli-

nantes de conglomerado y la categoría de módulos finitamente generados sobre las álgebras

inclinadas de conglomerado. En el siguiente Teorema se establece dicha relación.

Teorema 2.2.6. [KR07, Proposición][BMR07, Teorema A] Sean C una categoría 2-Calabi-

Yau, Hom-finita y T un objeto inclinante de conglomerado en C . Entonces

C /add(τC T )
HomC (T,_)
−−−−−−→ mód (End C (T ))op

Para terminar esta sección enunciaremos un teorema que muestra que la mutación de Iyama-

Yoshino de objetos incliantes de conglomerado conmuta con la mutación de carcajes con po-

tenciales de Derksen-Weymann-Zelevinsky, esta última definida en el Capítulo 1.

Teorema 2.2.7. [BIRS11, Teorema 5.2] Sea T un objeto inclinante de conglomerado en una

categoría C que es Hom-finita y 2-Calabi-Yau y sea Ti un sumando directo indescomponible de

T . Denotemos por Λ al álgebra End C (T ). Supongamos que

(a) existe un isomorfismo de álgebras Λ∼=P(Q,W ) para algún carcaj con potencial (Q,W ),

que no tiene lazos ni 2-ciclos en el vértice k correspondiente a Ti en el carcaj de End C (T ),

(b) Λ satisface la condición de anulación en k, es decir,

Hom Λ(Ext 1
Λ(DΛ,Sk),Sk) = 0
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para el Λ-módulo simple Sk.

Entonces

P(µi(Q,W ))∼= End C (µTi(T )).

El Teorema anterior se puede expresar de la siguiente manera:

T

End C (T )∼= P(Q,W )

(Q,W )

T ′

End C (T ′)∼= P(Q′,W ′)

(Q′,W ′)

mutación de I-Y

mutación de DWZ

Figura 2.2: Relación entre la mutación IY y DWZ

2.3. Categorías n-anguladas

Las categorías trianguladas fueron definidas por Grothendieck y Verdier en [Ver77], e ,in-

dependientemente, por Puppe en [Pup62]. La Teoría inclinante de conglomerado y la Teoría de

Auslander-Reiten superior definida por Iyama en [Iya07, Iya11], mostraron que hay una clase

grande de categorías que naturalmente tienen n-angulos, pero no tienen triángulos. Las cate-

gorías n-anguladas fueron definidas por Geiss, Keller y Oppermann en [GKO13] modificando

los axiomas de las categorías trianguladas en una forma natural. Además, dieron una clase

grande de ejemplos de este tipo de categorías considerando subcategorías (n− 2)-inclinantes

de conglomerado de categorías trianguladas que son estables bajo la (n− 2) potencia del fun-

tor suspensión. En esta sección se presenta dicha teoría y se mostrará la existencia de dichas

categorías.

Definición 2.3.1. Sean F una categoría aditiva con un automorfismo Σ, y n un entero mayor o

igual a tres. Una sucesión de morfismos de F

X• := (X1
α1−→ X2

α2−→ ·· · αn−1−→ Xn
αn−→ ΣX1)
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es una n-Σ-sucesión. Su rotación a izquierda es la sucesión

(X2
α2−→ X3

α3−→ ·· · αn−→ ΣX1
(−1)nα1−→ ΣX2).

La n-Σ-sucesión de la forma (T X)• := (X
1X−→ X −→ 0 −→ . . . −→ 0 −→ ΣX) para cada

X ∈F , y sus rotaciones son llamadas triviales

Una n-Σ-sucesión es exacta si la sucesión inducida

F (_,X•) : . . .−→F (_,X1)−→F (_,X2)−→ . . .−→ F(_,Xn)−→F (_,ΣX1)−→ . . .

de funtores representables F op→ Ab es exacta. En particular, las n-Σ-sucesiones triviales son

exactas.

Definición 2.3.2. Un morfismo de n-Σ-sucesiones está dado por una sucesión de morfismos

ϕ• = (ϕ1, . . . ,ϕn) tal que el siguiente diagrama conmute:

X• X1 X2 X3 Xn ΣX1

Y• Y1 Y2 Y3 Yn ΣX1

ϕ•

α1

ϕ1

α2

ϕ2

αn

ϕn

β1 β3 βn

ϕ3 Σϕ1

En está situación, decimos que ϕ• es un isomorfismo débil si para algún 1 ≤ i ≤ n tanto ϕi

como ϕi+1 son isomorfismos, donde ϕn+1 := Σϕ1.

Además, dos n-Σ-sucesiones son débilmente isomorfas si están relacionadas por una suce-

sión finita de isomorfismos débiles.

Definición 2.3.3. Decimos que una colección D de n-Σ-sucesiones es una (pre-)n-angulación

de (F ,Σ) y que sus elementos son n-angonos, si satisface los siguientes axiomas

(F1) (a) La colección D es cerrada bajo sumas directas y tomando sumandos directos.

(b) Para todo X ∈F , la n-Σ-sucesión trivial (T X)• pertenece a D.

(c) Para cada morfismo α1 : X1 −→ X2 en F , existe un n-angulo cuyo primer morfismo

es α1.

(F2) Una n-Σ-sucesión X• pertenece a D si y sólo si su rotación a izquierda

(X2
α2−→ X3

α3−→ ·· · αn−→ ΣX1
(−1)nΣα1
−−−−−→ ΣX2)

pertenece a D.
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(F3) Cada diagrama conmutativo

X1 X2 X3 Xn ΣX1

Y1 Y2 Y3 Yn ΣX1

α1

ϕ1

α2

ϕ2

αn

ϕn

β1 β3 βn

ϕ3 Σϕ1

con filas en D puede ser completada a un morfismo de n-Σ-sucesiones.

Más aún, si la colecciónD satisface el siguiente axioma, entonces es llamada n-angulación

de (F ,Σ) y la triada (F ,Σ,D) es una categoría n-angulada.

(F4) En la situación de (F(3)) los morfismo ϕ3,ϕ4, . . .ϕn se pueden escoger de tal manera que
el cono C(ϕ•) :

X2⊕Y1

−α2 0

ϕ2 β1


−−−−−−−−−→ X3⊕Y2

−α3 0

ϕ3 β2


−−−−−−−−−→ ......

−αn 0

ϕn βn−1


−−−−−−−−−−−−−→ ΣX1⊕Yn

−Σα1 0

Σϕ1 βn


−−−−−−−−−→ ΣX2⊕ΣY1

pertenezca a D.

2.3.1. Existencia y construcción de categorías n-anguladas

En esta subsección construiremos categorías n-anguladas a partir de (n− 2)-subcategorías

inclinantes de conglomerado que son estables bajo la (n− 2) potencia del funtor suspensión y

mostraremos que la clase de subcategorías inclinantes de conglomerado es no vacía. Recorda-

mos la definición de subcategoría inclinante de conglomerado.

Definición 2.3.4. Sea T una categoría triangulada, denotemos por Σ3 el funtor suspensión de

T .

Una subcategoría S ⊂ T es funtorial finita si para todo X ∈ T , existe un morfismo

f ∈ Hom T (C,X) y g ∈ Hom T (X ,C′) tal que C,C′ ∈S y

Hom T (_,C)
f−→ Hom T (_,X)−→ 0 y Hom T (C′,_)

g−→ Hom T (X ,_)−→ 0

son exactas en T .
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Una subcategoría S ⊂T es una categoría inclinante de d-conglomerado si es funtorial-

mente finita y

S = {X ∈T | Hom T (S ,Σi
3X) = 0 para cada i ∈ {1, . . . ,d−1}}

= {X ∈T | Hom T (X ,Σi
3S ) = 0 para cada i ∈ {1, . . . ,d−1}}

Esta categoría ya había sido definida por Iyama en [?], bajo el nombre de subcategoría

(d− 1)-ortogonal maximal, pero en el contexto de este trabajo es más conveniente referirse a

ella como categoría inclinante d-conglomerado.

Ejemplo 2.3.5. Observe que la subcategoría add T , con T un objeto inclinante de con-

glomerado T , es una categoría inclinante de 2-conglomerado.

De manera general, podemos construir categorías de m-conglomerado a partir de un álge-

bra hereditaria. Como en el Ejemplo 2.2.5, dada un álgebra hereditaria Λ consideramos

la categoría derivada acotada Db(A). La categoría de m-conglomerado es la categoría de

órbitas

Cm(Λ) = Db(A)/τ
−1[m].

Se puede probar que Cm(Λ) es un categoría Hom-finita, (m+1)-Calabi-Yau, con objetos

inclinados de (m+ 1)-conglomerado y add T es una subcategoría inclinante de (m+ 1)-

conglomerado, para todo T objeto inclinante de (m+1)-conglomerado.

El siguiente Teorema nos da lo que llaman Geiss, Keller y Oppermann la construcción

éstandar de categorías n-anguladas.

Teorema 2.3.6. [GKO13, Teorema 1, Sección 4] Sea T una categoría triangulada con una

subcategoría F inclinante (n− 2) de conglomerado, la cual es cerrada bajo Σ
n−2
3 , donde Σ3

denota el funtor suspensión de T . Entonces (F ,Σn−2
3 ,D) es una categoría n-angulada, donde

D es la clase de todas las sucesiones

X1
α1

−−−−→ X2
α2

−−−−→ ·· ·
αn−1
−−−−→ Xn

αn
−−−−→ Σ

n−2
3 X1

tal que existe un diagrama
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X2 X3 . . . Xn−1

X1 X2,5 X3,5 . . . Xn−1,5 Xn

α2

α1 αn−1

con Xi ∈ T para todo i = {1, . . . ,n}, tal que todos los ciclos orientados son triángulos en

T , todos los ciclos no-orientados conmutan, y αn es la composición de la sucesión inferior del

diagrama.

De la definición de subcategoría inclinada (n− 2)-conglomerado y del Teorema 2.3.6 se

sigue el siguiente corolario.

Corolario 2.3.7. [GKO13, Observación 4.2] Supongamos que T y F satisfacen las condi-

ciones del Teorema 2.3.6 y que T tiene un funtor de Serre S. Entonces F es cerrado bajo

S.

Como vimos en la segunda sección de este capítulo, un álgebra 2-Calabi-Yau inclinada es

un álgebra de endomorfismos EndC (T ) de un objeto T inclinante de conglomerado de una

categoría C . Las álgebras auto-inyectivas 2-Calabi-Yau inclinadas permiten construir álgebras

4-anguladas. Recordemos la definición de álgebra auto-inyectiva.

Definición 2.3.8. Una k-álgebra Λ es auto-inyectiva si Λ es inyectiva como Λ-módulo, es decir,

todo los módulos proyectivos en mód Λ son inyectivos.

Proposición 2.3.9. [GKO13, Proposición 6.4, Sección 6.3] Sea Λ un álgebra auto-inyectiva

2-Calabi-Yau. Entonces la subcategoría proj Λ es una categoría 4-angulada, con funtor de

Nakayama ν como suspensión y la categoría estable módΛ es 3-Calabi-Yau.

Hay varios ejemplos de álgebras auto-inyectivas 2-Calabi-Yau inclinadas. En el contexto de

categorías de conglomerado sobre un álgebra hereditaria Ringel en [Rin08] clasifica todas las

álgebras auto-inyectivas de inclinadas de conglomerado. En el último capítulo mostraremos una

familia de álgebras auto-inyectivas 2-Calabi-Yau inclinadas.
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Capítulo 3

Álgebras Jacobianas de superficies

con puntos marcados

En este capítulo introduciremos una familia de álgebras Jacobianas que son construidas a

partir de triangulaciones ideales de superficies con un conjunto finito de puntos marcados. En

la primera sección definiremos estos objetos geométricos junto a una transformación llamada

“intercambio de arcos”. En la segunda sección describiremos el algoritmo para construir car-

cajes con potencial a partir de triangulaciones ideales y cuya construcción permite relacionar

el intercambio de arcos con la mutación de carcajes con potenciales. En la últma sección de-

mostraremos nuestro segundo resultado que da una respuesta parcial a un problema abierto

durante algunos años en el área. Mostraremos que las triangulaciones ideales de una esfera con

n > 4 puntos marcados determina un álgebra Jacobiana de dimensión finita, este resultado se en

[TVD].

3.1. Triangulaciones de superficies con puntos marcados

En esta sección presentaremos un resumen estándar de topología combinatoria de superfi-

cies. Dicho resumen se basa en el artículo de Fomin, Shapiro y Thurston [FST08] y en el Libro

de Springer [Spr57]. Empezaremos por definir los objetos geométricos con los que trabajare-

mos.

37
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Definición 3.1.1. Una superficie S compacta con frontera es una superficie compacta de género

g de la cual han sidos removidos un número finito de discos disjuntos D1, . . . ,Dr, con r > 0.

La Teoría que desarrollaremos está definida para superficies compactas, conexas 2 - di-

mensionales de Riemann con frontera (posiblemente vacía). Para ver una definición formal de

superficie de Riemann véase, por ejemplo, [Spr57, pág 59]. Una propiedad importante sobre las

superficies de Riemann que nos permitirá tener un modelo de nuestros objetos se enuncia en el

siguiente Teorema.

Teorema 3.1.2. [Spr57, Teorema 5.11 y 9.16] Toda superficie de Riemann es orientable y trian-

gulable. Más aún, la superficie puede ser triangulada de tal manera que las aristas de los

triángulos sean arcos analíticos

El siguiente Teorema fue dado por primera vez en 1934 por Seifert y Threlfall en [ST80].

Su resultado es más general que el dado aquí, pues caracteriza salvo homeomorfismo toda su-

perficie compacta y conexa.

Teorema 3.1.3. Toda superficie orientable y compacta es homeomorfa a una de las siguientes.

una esfera, cuando es de género cero;

una esfera con g asas pegadas, cuando es de género g

Las superficies de género g 6= 0 descritas en el Teorema 3.1.3 tienen una descripción en

términos de polígonos con 4g-lados, llamadas formas normales, ver [Spr57, Capítulo 5, Sección

5], que en muchas ocasiones suelen ser de gran ayuda al querer construir triangulaciones ideales.

Ahora que tenemos una descripción salvo homeomorfismo de los objetos geométricos con

los que trabajaremos, definiremos una superficie con puntos marcados.

Definición 3.1.4. Una superficie con puntos marcados es un par (S,M), donde S es una super-

ficie de Riemann compacta y conexa, posiblemente con frontera vacía, y M es un subconjunto

finito no-vacío de S que contiene al menos un punto en cada componente conexa de la frontera

de S. A los elementos del conjunto M les llamaremos puntos marcados. Los puntos marcados

que están en el interior de S son llamados punciones o ponchaduras; el conjunto de este tipo de

puntos es denotado por P. En la terminología de [FG07] ésta superficies se llaman superficies

ciliadas.
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Nuestra intención es definir cierto tipo de triangulaciones en superficies con puntos marca-

dos, que en ciertas circunstancias coinciden con las triangulaciones usales de superficies, cuyos

0-simplejos coinciden con los puntos marcados. Por ello, eliminaremos aquellas superficies que

no son triangulables o cuyas triangulaciones son triviales. Asumiremos que (S,M) no es ningu-

na de las siguientes superficies:

una esfera con menos de 4 punciones;

un monogón, diagón o triángulo sin punciones;

un monogón o diagón con una punción.

Un monogón (resp. diagón, triángulo) es un disco con exactamente uno (resp. dos, tres)

puntos marcados en la frontera.

Si bien, la superficie S está determinada salvo homeomorfismo por el Teorema 3.1.3, la

superficie con puntos marcados (S,M) también lo está, salvo homeomorfismo, con la siguiente

información:

el género g de la superficie de Riemann S;

el número b de componentes de frontera;

la partición entera de b, que describe el número de puntos marcados en cada componente

de la frontera;

el número p de punciones.

En la Figura 3.1 se muestra una superficie de género cero, es decir, una esfera, con (n+2)-

punciones.

Definición 3.1.5. Sea (S,M) una superficie con puntos marcados.

(1) Un arco es una curva i en S tal que:

• Los puntos finales de i pertenecen a M;

• la curva i no se autointersecta, excepto quizá en los puntos finales;
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pn+2

pn+1

p1 p2
pn

Esfera con (n+2)-punciones Anillo con puntos
marcados

p

Toro con una punción

Figura 3.1: Superficies con puntos marcados

• los puntos de i que no son los puntos finales no pertenecen a M ni tampoco a la

frontera;

• la curva i no corta un monogón sin punciones ni un diagón sin punciones, es decir, i

no es contractible a M ni a la frontera de S.

(2) Dos arcos i1 y i2 son isotópicos relativos en M si existe una función continua H : [0,1]×

S→ S tal que

(a) H(0,x) = x para todo x ∈ S;

(b) H(1, i1) = i2;

(c) H(t,m) = m para todo t ∈ I y todo m ∈M;

(c) para todo t ∈ I, la función Ht : S→ S dada por x 7−→ H(t,x) es un homeomorfismo.

Un arco va a ser considerado como la clase de isotopía relativa en M.

(3) Dos arcos son compatibles si hay curvas en sus respectivas clases de isotopía tal que no

se interesectan en el interior de S.

(4) [Iva02, Seccción 5.5.] Una triangulación ideal de (S,M) es una colección maximal T de

arcos compatibles dos a dos. Los arcos de una triangulación cortan la superficie S en trián-

gulos ideales. Los tres lados de un triángulo ideal pueden no ser diferentes entre ellos,

es decir, que permitimos triángulos auto-pegados (ver Figura 3.2) y también permitimos

que dos triángulos compartan más de un lado.
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Figura 3.2: Triángulo ideal auto-pegado

La definición de triangulación ideal fue dada por Hatcher en [Hat91] para superficies com-

pactas y conexas (posiblemente con frontera) con el nombre de sistema de curvas. Dicha defini-

ción fue introducida por el autor con la idea generalizar el Teorema de Harer, donde se permite

un conjunto de vértices más general y un familia más grande de complejos cuyos simplejos

corresponden a un sistema de curvas.

El número n de arcos de una triangulación ideal de (S,M) es llamado el rango de (S,M).

Utilizando la característica de Euler se puede calcular la siguiente fórmula para el rango (ver

[FG07, Sección 2]).

Proposición 3.1.6. [FST08, Proposición 2.10] Cada triangulación ideal consiste de

n = 6g+3b+3p+ c−6

arcos, donde g es el género de S, b es el número de componente de fronteras, p es el número de

punciones, y c es el número de puntos marcados en la frontera.

Ejemplo 3.1.7. En este ejemplo consideraremos un toro con una punción. Recordemos que el

toro tiene género 0 y es una superficie cerrada, por tanto, utilizando la fórmula de la Proposición

3.1.6, toda triangulacón tiene 3 arcos. En este caso existe una única triangulación, la que se

muestra en la Figura 3.3.

En muchas situaciones es conveniente tener triangulaciones ideales con ciertas propiedades,

por ejemplo, tener cierta cantidad de arcos incidentes a una punción o no tener triángulos auto-

pegados. Siguiendo a Ladkani en [Ladc], definiremos algunas de estas propiedades.

Definición 3.1.8. Sea (S,M) una superficie con puntos marcados. Una triangulación T de

(S,M) tiene la propiedad
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p

pp

p

Figura 3.3: Una triangulación de un toro con una punción

T (3) si cada punción p ∈ P tiene al menos tres arcos de T incidentes a p;

T (3
1
2
) si tiene la propiedad T(3) y además cada arco tiene un punto final con al menos

cuatro arcos incidentes a él;

T (4) si cada punción p ∈ P tiene al menos 4 arcos de T incidentes a p.

Teorema 3.1.9. Sea (S,M) una superficie con puntos marcados que no sean las listadas en la

Definición 3.1.4.

(1) [FST08, Lema 2.13] Existe una triangulación sin triángulos autopegados.

(2) [Ladc, Proposición 5.1] Supongamos que la superficie es cerrada.

• Si (SM) no es una esfera con 4 o 5 punciones, entonces existe una triangulación

con propiedad T(4).

• Si (S,M) es una esfera con 5 punciones, entonces existe una triangulación de tipo

T (31/2), pero no tiene triangulaciones de tipo T (4).

• Si (S,M) es una esfera con 4 punciones, entonces existe una triangulación de tipo

T (3), pero no tiene una triangulación de tipo T (31/2).

Ahora que hemos descrito, salvo homeomorfismo tanto los objetos geométricos con los que

trabajaremos como las triangulaciones ideales en ellos, vamos a definir una transformación, lla-

mada "flip” en inglés, que permite relacionar todas las triangulaciones ideales de una superficie

con puntos marcados.

Definición 3.1.10. Sea i un arco que no es el lado auto-pegado de un triángulo auto-pegado

de una triangulación ideal T de (S,M). Entonces existe un único arco i′, diferente de i, tal
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que T′ = {T \ {i}}∪{i′} es una triangulación ideal. Un intercambio o "flip"del arco i es una

transformación de T que elimina el arco i y lo reemplaza por i′.

Ejemplo 3.1.11. En este ejemplo tenemos un pentágono con una punción y dos triangulaciones

relacionadas por el intercambio de arco i.

i

σi(T)

Triangulación T

i′

Triangulación T′

Figura 3.4: Intercambio del arco i en la triangulación T

Observemos que el intercambio de arcos está sólo definido para arcos que no sean el lado

auto-pegado de un triángulo auto-pegado, para poder definir lo Fomin, Shapiro y Thurston en

[FST08] introducen el concepto de triangulación etiquetada, cuyos elementos son arcos etique-

tados “compatibles”. Para las triangulaciones etiquetadas se tienen, en general, los resultados

análogos de las triangulaciones ideales.

Definición 3.1.12. [FST08, Definición 7.1] Cada arco γ de una superficie (S,M) tiene dos

finales que se obtienen de cortar de manera arbitraria a γ en tres piezas y eliminar la pieza de en

medio. Supongamos que γ no corta a un monogón con una punción. Decimos que γ es un arco

etiquetado si sus finales están etiquetados de dos posibles maneras, muesca o simple, tales que

las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) si un punto final de γ están en la frontera, entonces el final más cercano a ese punto está

etiquetado llano;

(b) ambos finales de un lazo están etiquetados de la misma manera.

En las figuras, las etiquetas simples son omitidas, mientras que la etiqueta muesca está repre-

sentada por el símbolo 1.
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Teorema 3.1.13. Sea (S,M) una superficie con puntos marcados. Entonces

[FST08, Proposición 3.8] Cuales quiera dos triangulaciones ideales están relacionada

por una sucesión de intercambios de arcos;

[FST08, Corolario 3.9] Toda triangulación ideal puede ser transformada en una trian-

gulación sin triángulos auto-pegados por una sucesión de intercambio de arcos.

3.2. Carcaj con potencial de una triangulación ideal

En esta sección daremos un algoritmo para construir un carcaj con potencial a partir de una

triangulación ideal de una superficie con puntos marcados. Dicha construcción conmuta con

la mutación de carcajes con potenciales y con el intercambio de arcos de una triangulación.

Empezaremos por definir el carcaj de una triangulación.

3.2.1. El carcaj de una triangulación

Toda triangulación ideal T tiene un carcaj Q(T) de manera natural, descrito por primera vez

por Fock-Goncharov en [FG07]. En esta sección vamos a construir el carcaj Q(T) siguiendo a

Fomin-Shapiro-Thruston en [FST08, Section 13].

Una observación importante para poder describir el carcaj Q(T) de una triangulacón ideal

es que toda triangulación ideal puede obtenerse de la siguiente manera:

Considerar una colección de piezas de rompecabezas como las que se muestran en la

Figura 3.5 (un triángulo, un diagón con una punción triangulado, o un monogón con dos

punciones triangulado)

Considerar un pegado parcial de los lados exteriores de esas piezas de rompecabezas,

cuidando de no pegar nunca dos lados de una misma pieza de rompecabezas y de haber

pegado todas las piezas de rompecabezas de la colección

Pegar las piezas de rompecabezas por los lados, asegurándose que las orientaciones coin-

cidan con la superficie.
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Triángulo Diagón con una
punción

Monogón con dos
punciones

Figura 3.5: piezas de rompecabezas

Cada una de las piezas de rompecabezas de la Figura 3.5 da lugar a tres diferentes carcajes

con dos diferentes tipos de vértices, esta distinción será importante más adelante. En la Figura

3.6, se muestran cada uno de los carcajes, los cuales llamaremos bloques.

© ©

©

Bloque del Triángulo

 

© ©

 

Bloque del diagón

  

©

  

Bloque del monogón

Figura 3.6: Carcajes de las piezas de rompecabezas

Para construir el carcaj de una triangulación ideal, tenemos que tomar en cuenta si alguno

de los arcos de la pieza del rompecabezas del cual proviene es o no parte de la frontera. Es

decir, en el caso del Bloque del triángulo, si uno de los arcos es parte de la frontera tenemos un

carcaj que llamaremos de tipo I. En caso de que ningún arco es parte de la frontera, tenemos el

carcaj completo, al cual llamamos bloque de tipo II. En el caso del Bloque del diagón si alguno

de los arcos i o j son frontera, entonces obtendremos dos posibles carcajes, llamados de tipo

IIIa y IIIb. En caso de que ningún arco del bloque del diagón es frontrera, tenemos el bloque
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completo, llamado bloque de tipo IV. En el caso del Bloque del monogón ninguno de los arcos

pueden ser frontera, por tanto tenemos el bloque completo y es llamado de tipo V.

© ©

I

© ©

©

II

 

©

 

IIIa

 

©

 

IIIb

 

© ©

 

IV

  

©

  

V

Figura 3.7: Bloques del trińagulo

El carcaj no reducido Q̃(T) asociado a T es el carcaj que se obtiene de pegar los bloques de

la Figura 3.7 de acuerdo al pegado de las piezas de rompecabezas de la triangulación T. Observe

que en este pegado pueden aparecer flechas dobles o 2-ciclos.

El carcaj Q(T) asociado a T es el carcaj que se obtiene de Q̃(T) al eliminar los dos ciclos.

La única excepción es la triangulación de una esfera con 4 punciones que se obtiene al pe-

gar 3 triángulos autopegados, que si bien mencionamos que no íbamos a considerarla dentro de

nuestros objetos geométricos, esta superficie resulta de interés dentro de la Teoría de Represen-

taciones.

Teorema 3.2.1. [FST08, Proposición 4.8] Sean T y T′ triangulaciones ideales de (S,M). Si T′

es obtenida de T por el intercambio de un arco i, entonces Q(T′) = µi(Q(T)).

Ejemplo 3.2.2. En este ejemplo consideraremos el intercambio de arcos del ejemplo 3.1.11. En

la Figura 3.8 tenemos los respectivos carcajes de las triangulaciones T y T′

Como se puede observar µ2(Q(T)) coincide con el carcaj Q(T′), relación que se sabe como

cierta por el Teorema 3.2.1.

3.2.2. El potencial de una triangulación

Recordemos que dado un carcaj Q es posible considerar diferentes potenciales. En este

trabajo consideraremos el potencial definido por Labardini-Fragoso en [LF09] para triangula-
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Carcaj de la triangulación T
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∗
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α2
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∗
1

β2

Carcaj de la triangulación T′

Figura 3.8: Carcajes correspondientes al intercambio de arco 2

ciones ideales, el cual, es no-degenerado y posee otras propiedades que resultan de interés para

nuestro trabajo, que mencionaremos más adelante.

La definición de potencial dada en [LF09] pide considerar un escalar fijo para cada pun-

ción y éstos son utilizados para definir los coeficientes que aparecen en el potencial. Geiss,

Labardini-Fragoso y Schröer en [GLFS], prueban que si (S,M) no es la esfera con 5 puncio-

nes, el potencial de la triangulación ideal es independiente de dicha selección, ya que todos

los potenciales inducen álgebras Jacobianas isomorfas. En este sección definiremos el potencial

sin considerar escalares fijos, pero los resultados enunciados son para todas las superficies con

puntos marcados.

Primero definiremos el potencial no reducido de Q̃(T), para ello, observemos que tenemos

dos tipos de ciclos:

Los 3-ciclos que provienen de una pieza interior de rompecabezas de la triangulación T;

y los ciclos que rodean una punción.

Definición 3.2.3. [LF09] Denotemos por A (T) a la familia de todos los ciclos de la lista an-

terior. Definamos el potencial no-reducido W̃ (T) de la triangulación ideal T como la suma de

todos los ciclos de la familia A (T).

Como hemos mencionado anteriormente, el carcaj no-reducido Q̃(T) puede tener 2-ciclos.

En el caso del potencial no-reducido W̃ (T) también puede tener 2-ciclos, que corresponden a

un ciclo que rodea una punción, es decir, una punción con 2 arcos incidentes.
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Definición 3.2.4. Sea T una triangulacíon ideal de una superficie (S,M). El carcaj con potencial

(Q(T),W (T)) es la parte reducida del carcaj con potencial (Q̃(T),W̃ (T)).

Ejemplo 3.2.5. En este ejemplo vamos a retomar el Ejemplo 3.1.7, en el cual consideramos un

toro con una punción. Observemos que la triangulacón T del toro consiste en dos triángulos,

por tanto el carcaj está formado por dos bloques de tipo I, respetando el pegado de lados de los

dos triángulos de T. En la Figura 3.9 se muestra el carcaj Q̃T. Para calcular el potencial W (T),

denotemos por αiβiγi, para i = 1,2, los 3-ciclos que provienen de cada uno de los bloques que

forman Q̃T. Puesto que la superficie tiene una punción p tenemos que considerar además el

ciclo que rodea a p, en este caso es α1β2γ1α2β1γ2, por tanto el potencial W̃ (T) es

α1β1γ1 +α2β2γ2 +α1β2γ1α2β1γ2.

p
3

1 2

γ1
γ2 β2β1

α1

α2

Figura 3.9: Carcaj de la triangulación de un toro con una punción

Observemos que (Q̃(T),W̃ (T)) es un carcaj con potencial reducido, pues no tiene 2-ciclos,

por tanto (Q̃(T),W̃ (T)) = (Q(T),W (T)).

Teorema 3.2.6. [LF09, GLFS] Sea T y T′ triangulaciones marcadas de una superficie con

puntos marcados (S,M).Si T y T′ están relacionados por un intercambio de un arco i, entonces

(1) [LFb] los carcajes con potenciales µi(Q(T),W (T)) y (Q(T′),W (T′)) son equivalentes a

derecha si (S,M) no es una esfera con exactamente 5 punciones;

(2) [GLFS] Supongamos que (S,M) es una esfera con 5 punciones. Entonces el carcaj

µi(Q(T),W (T)) es equivalente a (Q(T′),W (T′),~λ ) para alguna selección de escalares

~λ .

Como consecuencia, todos los carcajes con potenciales (Q(T),W (T)) asociados a una trian-

gulación marcada de (S,M) son no-degenerados-.
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3.3. Álgebras Jacobianas de una esfera con punciones

En esta sección estudiaremos las álgebras Jacobianas que provienen de una esfera con

(n+ 2)-punciones con n > 2. El caso de una esfera con exactamente 4 punciones fue estu-

diado por primera vez por Barot y Geiss en [BG12, Sección 5]. Ellos probaron que el álgebra

de conglomerado tubular de tipo (2,2,2,2) está relacionada con las triangulaciones de una esfera

con 4 punciones. El carcaj de una de las triangulaciones de una esfera con 4 punciones corres-

ponde al carcaj de la Figura 1.8 de la última sección del Capítulo 1. A continuacón se enuncia

el resultado principal de esta sección y el cual se encuentra en [TVD].

Teorema 3.3.1. Sea (S,M) una esfera con (n+ 2)-punciones y n ≥ 2. Entonces el álgebra

Jacobiana P(Q(T),W (T)) de cualquier triangulación ideal T es de dimensión finita.

Es un hecho conocido que la propiedad de que un álgebra Jacobiana sea de dimensión

finita es preservado por mutaciones. Además, por el Teorema 3.2.6 tenemos que el potencial

de una triangulación es no-degenerado y la mutación del carcaj con potencial (Q(T),W (T))

conmuta con el intercambio de arcos de una triangulación T, por tanto, basta con exhibir una

triangulación ideal T para cada esfera con n-punciones, que posea esta propiedad.

Consideremos la triangulación ideal T de la Figura 3.10. Por una conveniencia de notación

etiquetaremos a la punción del polo norte y sur con pn+1 y pn+2. Del lado derecho de esta figura

se muestra el carcaj Q(T) asociado a T, respetaremos la etiquetación de las flechas del carcaj

en lo que resta de la sección.

pn+2

pn+1

p1 p2
pn

α1αn−1

αn

β1 δ1

β2 δ2

δ2n−1δ2n

δ2(n−1)−1

δ2(n−1)

β2(n−1)−1

β2(n−1)

β2n β2n−1

Figura 3.10: Triangulación T de la esfera con (n+2)-punciones
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Observe que la triangulación T presenta sólo bloques de tipo IV (ver Figura 3.7), y por

cada bloque tenemos dos 3-ciclos que son sumandos del potencial W (T), es decir, αiβ2i−1β2i+

αiδ2i−1δ2i. Además, tenemos sólo dos punciones, la del polo norte y la del polo sur, que tienen

más de un arco incidente a ellos, por tanto, para el polo norte tenemos el ciclo δ2n−1δ2n . . .δ1δ2

y para el polo sur el ciclo α1 . . .αn que aparecen como sumandos del potencial W (T). Por tanto,

el potencial W (T) de la triangulación T es:

W (T) =
n

∑
i=1

αiβ2i−1β2i +
n

∑
i=1

αiδ2i−1δ2i

+ α1 . . .αn +δ2n−1δ2n . . .δ1δ2 (3.1)

Denotemos por W =W (T) al potencial definido en la Ecuación 3.1 y por Q=Q(T) al carcaj

de la Figura 3.10. Estableceremos algunas identidades útiles para probar el Teorema 3.3.1, para

el álgebra Jacobiana P(Q,W ).

Observación 3.3.2. En la última sección del Capítulo 1, trabajamos con carcajes cíclicamente

orientados, es decir, carcajes donde todo cíclo sin cuerdas es orientable y para este tipo de

carcajes definimos un potencial de tal manera que el álgebra Jacobiana sea de dimensión finita.

El carcaj de la esfera con (n+2)-punciones de la Figura 3.10 es un carcaj cíclicamente orientado

y el potencial W (T) no es un potencial primitivo. Además el carcaj Q(T) no satisface todas las

condiciones del Teorema 1.4.6, en particular no cumple que todo vértice tenga a los más dos

flechas incidentes. El carcaj del Ejemplo 1.4.4, corresponde a una triangulación de la esfera con

4-punciones.

Lema 3.3.3. Las siguientes identidades se cumplen en el álgebra Jacobiana P(Q,W ):

β2i−1β2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) = −β2i−1β2(i)β2(i−1)−1β2(i−1) (3.2)

= δ2i−1δ2iβ2(i−1)−1β2(i−1) (3.3)

= δ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) (3.4)

para todo i = {1,2, . . . ,n}

Demostración. Denotemos por Λ al álgebra Jacobiana P(Q,W ). Observemos que la derivada

cíclica de ∂αi−1(W ) es igual a
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δ2(i−1)−1δ2(i−1)+αi . . .αi−2 +β2(i−1)−1β2(i−1), (3.5)

por tanto, en Λ tenemos la siguiente igualdad

β2i−1β2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) = −β2i−1β2iαi . . .αi−2

−β2i−1β2iβ2(i−1)−1β2(i−1) (3.6)

Notemos que ∂β2i−1(W ) = β2iαi, por tanto el primer termino de lado derecho de la igualdad

es un elemento del ideal Jacobiano, y por tanto es cero en Λ, por tanto de la Igualdad 3.6

β2i−1β2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) =−β2i−1β2iβ2(i−1)−1β2(i−1),

que coincide con la primera igualdad 3.2. En el caso de la Igualdad 3.3, la prueba es similar a

la de la Igualdad 3.2, por tanto no la desarrollaremos.

Para probar la tercera identidad, notemos que de la derivada cíclica ∂αi(W ) tenemos

β2i−1β2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) = −αi+1 . . .αi−1δ2(i−1)−1δ2(i−1)

−δ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1). (3.7)

Denotemos por ρ al primer sumando de lado derecho de la igualdad, es decir,

αi+1 . . .αi−2αi−1δ2(i−1)−1δ2(i−1).

Note que ρ es un camino de longitud n+ 1. Vamos a probar que ρ es un elemento del ideal

Jacobiano.

Usando la derivada cíclica ∂δ2(i−1)
(W ), tenemos la siguiente identidad

αi−1δ2(i−1)−1 =−δ2(i−2)−1δ2(i−2) . . .δ2(i−1)−1

.

Por tanto, reemplazando αi−1δ2(i−1)−1 en ρ , tenemos

ρ =−αi+1 . . .αi−2δ2(i−2)−1δ2(i−2) . . .δ2(i−1)−1δ2(i−1).
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Observe que, en este caso, el camino ρ es de longitud 3n−2.

Reemplazando δ2(i−2)−1δ2(i−2) por la relación inducida por ∂αi−2(W ), tenemos que el ca-

mino ρ tiene longitud 4n− 3. Iterando este proceso, tenemos que ρ pertenece a una cantidad

numerable de R-bimódulos Al . Por tanto, por Proposición 1.1.3, tenemos que la sucesión cons-

tante ρ converge al elemento cero.

Por tanto, la igualdad 3.7 se reescribe de la siguiente forma

β2i−1β2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) =−δ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1)

.

En el siguiente Lema enunciaremos otras igualdades necesarias para la demostración del

resultado principal de esta sección.

Lema 3.3.4. Las siguientes igualdades se satisfacen en P(Q,W ).

αiδ2i−1δ2i = δ2(i−1)−1δ2(i−1)αi−1 (3.8)

αiαi+1δ2(i+1)−1 = δ2(i−1)αi−1αi = 0 (3.9)

para todo i = 1,2, . . . ,n.

Demostración. Para probar la igualdad observemos que de las relaciones inducidas por ∂δ2i(W )

y ∂δ2(i−1)−1
(W ), tenemos las siguientes igualdades

αiδ2i−1δ2i = −(δ2(i−1)−1δ2(i−1) . . .δ2i−1)δ2i

= δ2(i−1)−1(δ2(i−1)αi−1) (3.10)

Para la segunda igualdad, notemos que

∂δ2(i+1)
(W ) = α(i+1)δ2(i+1)−1 +δ2(i)−1δ2i . . .δ2(i+1)−1,

por tanto,

αiαi+1δ2(i+1)−1 =−αiδ2i−1δ2i . . .δ2(i+1)−1δ2(i+1).
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Sea ρ el término de la derecha de la igualdad anterior, es decir, αiδ2i−1δ2i . . .δ2(i+1). Por la

igualdad 3.4 del Lema 3.3.3 tenemos que ρ es igual a

αiβ2(i)−1β2iδ2(i−1)−1 . . .δ2(i+1),

y puesto que ∂β2i(W ) = αiβ2i−1, se sigue que ρ es un elemento del ideal Jacobiano, y por tanto,

αiαi+1δ2(i+1)−1 = 0 en Λ. De manera similar se prueba que δ2(i−1)αi−1αi = 0 en Λ

Observación 3.3.5. Antes de demostrar el resultado principal de esta Sección vamos a resumir

algunos caminos que son cero en Λ y nos resultaran de utilidad en la demostración de 3.3.1.

(i) αiβ2i−1, pues ∂β2i(W ) = αiβ2i−1,

(ii) β2iαi, pues ∂β2i−1(W ) = β2iαi,

(iii) αiδ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) (o δ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1)αi−1), por Lemma 3.3.3 y los dos

caminos anteriores,

(iv) αiδ2i−1δ2iβ2(i−1)−1β2(i−1), por Lema 3.3.3 y los caminos (i) e (ii),

(v) αiαi+1δ2(i+1)−1, por Lema 3.3.4

(vi) δ2(i−1)αi−1αi, por Lema 3.3.4

Demostración del Teorema 3.3.1. Como mencionamos antes, la propiedad de que un álgebra

Jacobiana sea de dimensión finita es invariante bajo mutaciones (ver [DWZ08, Corollary 6.6])

y el intercambio de arcos de una triangulación ideal es compatible con la mutación de carcaj con

potenciales(cf. [LF09, Theorem 30]), es suficiente probar que el álgebra P(Q,W ), del carcaj

con potencial (Q,W ) de la triangulación de la Figura 3.10, es de dimensión finita. Para ello,

demostraremos que cualquier camino de longitud 2n+4 pertenece al ideal Jacobiano J(W ).

Sea ρ un camino no-cero de longitud al menos 2n+ 4. Supongamos que ρ es un camino

que empieza en β2i−1 o δ2i−1. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ρ empieza en

δ2n−1 o β2n−1. Primero analizaremos como son los caminos de longitud 4 que pueden aparecer

como factores en ρ y que empiecen en β2i−1 o en δ2i−1. En el primer caso, notemos que si el

camino empieza en β2i−1 tiene necesariamente el factor β2i−1β2i y por la Observacaión 3.3.5,

sabemos que no puede tener el factor β2iαi, pues en caso contrario, el camino ya es cero, por

tanto tenemos dos opciones:
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(I) β2i−1β2iδ2(i−1)−1δ2(i−1) o

(II) β2i−1β2iβ2(i−1)−1β2(i−1)

Con un razonamiento similar, los caminos de longitug 4 que empiecen en δ2i−1, son:

(III) δ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1)

(IV) δ2i−1δ2iβ2(i−1)−1β2(i−1)

(V) δ2i−1δ2iα2iδ2i−1

Ahora, analicemos los caminos de longitud 5 que pueden aparecer en ρ . Por el Lema 3.3.3

los caminos del (I) al (IV) son iguales salvo un signo positivo o negativo, por tanto las únicas

flechas que puede hacer un camino de longitud 5 y que tengan algún factor del tipo (I) al (IV)

son δ2(i−2)−1 o β2(i−2)−1 para que el camino no sea cero. Para el camino de longitug 5 que

empieza con el camino del tipo (V) sólo puede completarse con la flecha δ2i, en cuyo caso

tenemos el camino

δ2i−1δ2iα2iδ2i−1δ2i,

que por el Lemma 3.3.4 es igual al camino

δ2i−1δ2iδ2(i−1)−1δ2(i−1)αi−1,

que por el Lema 3.3.3 ya es un camino cero. Por tanto podemos asumir que

ρ =±δ2n−1δ2n . . .δ1δ2δ2n−1δ2nρ
′

para algún camino ρ
′ de longitud al menos 4.

Utilizando las derivación cíclica

∂δ2(W ) = δ2n−1δ2n . . .δ1 +α1δ1,

tenemos

ρ =−xα1δ1δ2δ2n−1δ2nρ
′.

que por la Observación 3.3.5, es cero en P(Q,W ).

Ahora analicemos el caso en que ρ empieza en un αi. Nuevamente sin pérdida de gene-

ralidad podemos asumir que ρ empieza en α1. Primero enlistaremos los posibles factores que
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pueden aparecer en ρ , teniendo en cuenta la Observación 3.3.5, por tanto tenemos las siguientes

posibilidades:

αiαi+1αi+2αi+3

αiδ2i−1δ2iαi

Notemos que la segunda posibilidad es igual a δ2(i−1)−1δ2(i−1)αi−1αi = 0 por Lema 3.3.4.

Por tanto ρ , en este caso sólo puede ser el camino

α1α1 . . .αnα1 . . .αnα1 . . .αk

para algún k ≥ 4

Finalmente, usando la relación inducida por

∂α1(W ) = α2 . . .αn +β1β2 +δ1δ2

y el hecho que α1β1 = 0, tenemos

ρ = α1(−β1β2−δ1δ2)α1 . . .αnα1 . . .αk

= −α1δ1δ2α1 . . .αnα1α2 . . .αk

que es un camino cero, pues tiene el factor δ2α1α2 ya es cero en Λ.
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Capítulo 4

Superficies cerradas con puntos

marcados

En este capítulo presentamos los resultados principales de la tesis. Estudiamos la categoría

de módulos de un álgebra Jacobiana de una superficie cerrada con puntos marcados y como

consecuencia de los resultados obtenemos que este tipo de álgebras forman parte de una nueva

familia de álgebras con categoría de módulos periódica, mansas y simétricas. En la primera

sección presentamos un pequeño resumen de las definiciones y resultados sobre éste tipo de

álgebras. En las siguientes secciones damos y probamos los nuevo resultados.

4.1. Álgebras con categorías de módulos periódicas

Las álgebras con categorías de módulos periódicas resultan de gran interés para nosotros por

tanto, en esta primera sección daremos un breve resumen de dicho tipo de álgebras. Empezare-

mos por definir álgebras simétricas y débilmente simétricas, así como también daremos algunos

ejemplos de este tipo de álgebras. Recordemos que la definición de álgebra auto-inyectiva está

en el Capítulo 2, Sección 2.3.

Definición 4.1.1. Sea Λ una k-álgebra.

El álgebra Λ es simétrica si Λ y DΛ = Hom k(Λ,k) son isomorfas como Λ-Λ-bimódulos.

El álgebra Λ es débilmente simétrica si Soc (P(S))∼= S para todo Λ-módulo simple S.

57
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En el siguiente teorema se dan condiciones equivalentes para que un álgebra de dimensión

finita sea un álgebra simétrica, dicho teorema se debe a Brauer, Nesbitt y Nakayama y se conoce

como el segundo Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama. El primer Teorema de Brauer-Nesbitt-

Nakayama da criterios para que un álgebra de dimensión finita sea un álgebra Frobenius (ver

por ejemplo [SY11] para un estudio detallado de álgebras Frobenius).

Teorema 4.1.2. [SY11, Teorema 2.2, Capítulo IV] Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita

sobre un cuerpo k. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) Λ es un álgebra simétrica.

(ii) Existe una forma k-bilineal asociativa no-degenerada

(−,−) : Λ×Λ−→ k.

(iii) Existe una forma k-lineal ϕ : Λ −→ k tal que ϕ(ab) = ϕ(ba) para todo a,b ∈ Λ y el

núcleo kerϕ no contiene un ideal de Λ no-cero.

(iv) Sean {a1,a2, . . . ,an} una base para el k-espacio vectorial Λ y αi jk ∈ k, con i, j,k ∈

{1,2, . . . ,n}, las constantes de estructuras asociada de Λ, es decir,

a jak =
n

∑
i=1

αi jkai.

Consideremos Ph = [Ph]i j =
[
αhi j

]
i j una matriz cuadrada con coeficientes en el cuerpo.

Entonces, existe una n-dupla c = (c1, . . . ,cn) de elementos del cuerpo tal que P(c) =
n

∑
h=1

chPh es una matriz simétrica.

La equivalencia de las condiciones (iv) y (iii) fueron probadas por Brauer y Nesbitt en

[Nes38]. La equivalencia (iv) si y sólo si (ii) fue observada por Nakayama en [Nak39]. Final-

mente, la equivalencia (ii) y (i) fue probada por Nakayama en [Nak41]

El siguiente teorema, dado por Nakayama en [Nak41], da una equivalencia para álgebras

auto-inyectivas de dimensión finita.

Teorema 4.1.3. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita con nΛ elementos idempotentes bási-

cos y primitivos. Entonces Λ es un álgebra auto-inyectiva si y sólo si existe una permutación ν
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del conjunto {1, . . . ,nΛ} tal que

top (eiΛ)∼= soc (eν(i)Λ)

en mód Λ, para todo i ∈ {1, . . . ,nΛ}.

Definición 4.1.4. Dada una k-álgebra Λ de dimensión finita con nΛ elementos idempotentes bá-

sicos y primitivos, la permutación ν del conjunto {1, . . . ,nΛ} tal que top (eiΛ)∼= soc (eν(i)Λ) en

mód Λ, para todo i∈ {1, . . . ,nΛ}, es llamada permutación de Nakayama o función de Nakayama

de Λ

Ejemplo 4.1.5. En este ejemplo veremos varios casos de álgebras simétricas o auto-inyectivas.

Observemos que por definición la clase de álgebras auto-inyectivas incluye a las álgebras simé-

tricas.

El álgebra de un grupo finito es un álgebra simétrica. Para probar esta afirmación utili-

zaremos la condición (iii) del Teorema 4.1.2. Notemos que podemos escribir al álgebra

Λ como kG, donde G es un grupo finito. Sea e ∈ G el elemento neutro del grupo G y

consideremos la forma lineal ϕ : kG−→ k dada por

ϕ(g) =

1 si g = e

0 si g 6= e.

Veamos que ker ϕ no contiene ningún ideal a izquierda no cero. En efecto, supongamos

que x = ∑
g∈G

αgg es un elemento de kerϕ no nulo, entonces existe un αg0 6= 0 para algún

g0 ∈ G. Consideremos el elemento g−1
0 x, observemos que ϕ(g−1

0 x) 6= 0, pues en caso

contrario αg0 = 0, por tanto kerϕ no contiene ningún ideal a izquierda no cero.

Por otro lado, es fácil ver que ϕ(gh) = ϕ(hg) para todo g,h ∈ G.

Sea Λ una k-álgebra. La extensión trivial T (Λ) de Λ por D(Λ), que es por definición

T (Λ) = Λ⊕D(Λ) como k-espacio vectorial y la multiplicación en T (Λ) es definida por

(a, f )(b,g) = (ab,ag+ f b) para a,b ∈ Λ y f ,g ∈ D(Λ). Dicha álgebra es simétrica. Uti-

lizaremos la condición (ii) del Teorema 4.1.2 para verificar esta afirmación.

Es fácil ver que la forma k-bilineal

(−,−) : T (Λ)×T (Λ)−→ k
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dada por

((a, f ),(b,g)) = f (b)+g(a)

para a,b∈Λ y f ,g∈D(Λ), es asociativa y simétrica. Veamos que (−,−) es no-degenerada.

Consideremos un elemento (a, f ) ∈ T (Λ) tal que ((a, f ),−) = 0, entonces para cualquier

elemento b ∈ Λ y 0 = g ∈ D(Λ) tenemos que

0 = ((a, f ),(b,g)) = f (b)+g(a) = f (b),

es decir, que la función f = 0. Por otro lado, para todo elemento g ∈ D(Λ), tenemos

0 = ((a,0),(0,g)) = g(a), por tanto a = 0 y (a, f ) = (0,0) y en consecuencia (−,−)

es no-degenerada. Luego, por la condición (ii) del Teorema 4.1.2, el álgebra T (Λ) es

simétrica.

Esto demuestra, además, que toda álgebra Λ es un factor de un álgebra simétrica.

Consideremos el carcaj Q de la Figura 4.1.

1x y

Figura 4.1: Carcaj Q

El álgebra de caminos Λλ = k〈Q〉/Iλ , donde Iλ es el ideal generado por las relaciones

x2,y2 y xy−λyx, es un álgebra 4-dimensional con base {1Λλ
,x,y,xy}. Consideremos la

transformación k-lineal

ϕλ : Λλ −→ k

tal que ϕλ (1) = 0,ϕλ (x) = 0,ϕλ (y) = 0 y ϕλ (xy) = 1. De manera similar al ejemplo del

álgebra de un grupo finito se puede probar que kerϕλ no contiene un ideal a izquierda no

cero. Por otro lado, observemos que

ϕλ (xy) = ϕλ (λyx) = λϕ(yx),



CAPÍTULO 4. SUPERFICIES CERRADAS CON PUNTOS MARCADOS 61

es decir, que ϕλ (xy) = ϕ(yx) si y sólo si λ = 1. Luego, por la condición (iii) del Teorema

4.1.2, el álgebra Λλ es simétrica si y sólo si λ = 1. En cualquier otro caso Λλ es un

álgebra débilmente simétrica.

Es fácil ver que si Λ es un álgebra auto-inyectiva, entonces el álgebra opuesta Λ
op también

lo es, y se tiene una dualidad entre mód Λ y mód Λ
op dada por

mód Λ

Hom Λ(−,ΛΛ)−−−−−−−−→←−−−−−−−−
Hom Λ(−,ΛΛ)

mód Λ
op

La auto-equivalencia

νΛ = DHom Λ(−,ΛΛ) : mód Λ−→mód Λ

es llamada el funtor de Nakayama. Su inversa está dada por

ν
−1
Λ

= Hom Λop(−,Λ)D : mód Λ−→mód Λ.

Sea Λ un álgebra. Dado un módulo M en mód Λ, tenemos dos sucesiones exactas canónicas

0−→ΩΛ(M)−→ PΛ(M)
π−−→M −→ 0

y

0−→M ω−−−→ IΛ(M)−→Ω
−1
Λ
(M)−→ 0

donde π : PΛ(M)−→M es la cubierta proyectiva de M y ω : M −→ IΛ(M) es la cápsula inyec-

tiva de M en mód Λ. Para las álgebras auto-inyectivas, los operadores ΩΛ y Ω
−1
Λ

inducen dos

funtores mutuamente inversos

ΩΛ,Ω
−1
Λ

: mód Λ−→mód Λ

llamados funtores sizigia1 de Heller (ver [Hel59]).

El siguiente teorema relaciona los funtores sizigias de Heller, el funtor de Auslander-Reiten

y el funtor de Nakayama en álgebras de dimensión finita auto-inyectivas.

Teorema 4.1.6. [SY11, Teorema 8.5, Capítulo IV] Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita

auto-inyectiva. Entonces se cumple lo siguiente.
1En astronomía, una sizigia es una situación en la que tres objetos celestes, o más, están alineados. Es un

término generalmente utilizado para la alineación del Sol, la Tierra y la Luna o de un planeta
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(i) Los funtores τΛ,Ω
2
ΛνΛ y νΛΩ

2
Λ de mód Λ en mód Λ son naturalmente isomorfos.

(ii) Los funtores τ
−1
Λ

,Ω−2
Λ

ν
−1
Λ

y ν
−1
Λ

Ω
−2
Λ

de mód Λ en mód Λ son naturalmente isomorfos.

Como corolario del teorema anterior tenemos el siguiente resultado para álgebras simétricas.

Corolario 4.1.7. [SY11, Corolario 8.6, Capítulo IV] Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita

simétrica. Entonces

(i) νΛ
∼= 1mód Λ como funtores de mód Λ en mód Λ.

(ii) τ ∼= Ω
2
Λ y τ

−1
Λ
∼= Ω

−2
Λ

como funtores de mód Λ en mód Λ.

Definición 4.1.8. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita.

Un módulo M en mód Λ es periódico si Ω
n
Λ(M)∼= M para algún n≥ 1.

Un módulo M en mód Λ es τΛ-periódico si τ
n
Λ(M)∼= M para algún n≥ 1.

Decimos que el módulo M tiene periodo (τΛ-periodo) d si d ≥ 1 es el menor entero con la

propiedad Ω
d
Λ(M)∼= M (resp. τ

d
Λ(M)∼= M).

Más generalmente, la categoría de módulos mód Λ es periódica (τΛ-periódica) si todo mó-

dulo indescomponible no proyectivo en mód Λ es periódico (resp. τΛ-periódico).

A continuación presentamos tres familias de álgebras auto-inyectivas (simétricas) y con

categoría de módulos periódica. Además, enunciaremos resultados conocidos que nos permiten

mostrar que las álgebras Jacobianas de superficies cerradas no pertenecen a ninguna de estas

familias. Empezaremos recordando algunas definiciones.

Definición 4.1.9. Sea álgebra B una k-álgebra.

El álgebra repetitiva B̂ de B es por definición

B̂ =
⊕
i∈Z

(Bi⊕D(B)i)

donde Bi = B, D(B)i = D(B) para todo i ∈ Z y la multiplicación en B̂ está definida por

(ai, fi)i · (bi,gi)i = (aibi,aigi + fibi−1)i

para ai,bi ∈ Bi y fi,gi ∈ D(B)i.
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Sea E = {ei | 1 ≤ i ≤ n} un conjunto fijo de idempotentes primitivos y ortogonales de

B tal que 1B = e1 + · · ·+ en. El conjunto Ê = {e j,i | 1 ≤ j ≤ n, i ∈ Z} es el conjunto

canónico de idempotentes primitivos y ortogonales de B̂ tal que 1Bi = e1,i+ · · ·+en,i para

todo i ∈ Z.

Sea ϕ : B̂−→ B̂ una función. Decimos que ϕ es un automorfismo de B̂ si es un automor-

fismo de B̂ de k-álgebras que deja fijo el conjunto Ê .

Un grupo G de automorfismos de B̂ es admisible si induce una acción libre de G en Ê con

una cantidad finita de órbitas.

Dada un álgebras auto-inyectiva Λ, Nakayama probó en [Nak39], que el zócalo a izquierda

soc(ΛΛ) de Λ y el zócalo a derecha soc(ΛΛ) coinciden, por tanto soc(Λ) := soc(ΛΛ)= soc(ΛΛ)

es un ideal de Λ.

Definición 4.1.10. Sean Λ y Λ
′ álgebras auto-inyectivas. Decimos que Λ y Λ

′ son zócalo

equivalentes si las álgebras cocientes Λ/soc (Λ) y Λ
′/soc (Λ′) son isomorfas.

Un álgebra Λ es auto-inyectiva de tipo Dynkin ∆ si es isomorfa a una álgebra auto-

inyectiva de órbitas B̂/G, donde B es un álgebra inclinada de tipo Dynkin ∆.

Teorema 4.1.11. [Rie80, Rie83] Sea Λ una k-álgebra básica, indescomponible, auto-inyectiva

y no simple. Son equivalentes.

(1) Λ es de tipo de representación finita

(2) Λ es zócalo equivalente a un álgebra auto-inyectiva Λ de tipo Dynkin.

Definición 4.1.12. Sea C un álgebra tubular canónica C(2,2,2,2), C(3,3,3), C(2,4,4) o C(2,3,6).

Sea ΓC el carcaj de Auslander-Reiten de C. Denotemos por PC a la familia de componentes

de ΓC que contienen todos los C-módulos indescomponibles proyectivos, por QC a la familia

de componentes que contienen los C-módulos indescomponibles inyectivos, y por T C a la fa-

milia {TC
λ
}λ∈P1(k) de tubos estables que contienen todos los C-módulos simples que no son ni

proyectivos ni inyectivos (ver [Rin84, Capítulo 5] para teoría de representaciones de álgebras

tubulares)
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Un álgebra tubular es un álgebra de endomorfismos B = End C(T ), donde T es un C-

módulo inclinante de la categoría aditiva add(PC
⋃

T C).

Un álgebra Λ es un álgebra auto-inyectiva de tipo tubular si Λ es auto-inyectiva y es

isomorfa a un álgebra de órbitas B̂/G, donde B es un álgebra tubular.

En 1973 Nazarova y Roiter en [NR73] prueban la conjetura de Brauer-Thrall para álgebras

de dimensión finita sobre un cuerpo algebráicamente cerrado. Es decir, prueban que un álgebra

de ese tipo satisface sólo una de las siguientes condiciones:

(1) tiene un número finito de módulos indescomponibles no-isomorfas;

(2) o el número de módulos indescomponibles es estrictamente no acotado, es decir, para cada

dimensión d hay una cantidad infinita de módulos indescomponibles d-dimensionales no

isomorfos dos a dos.

Varios ejemplos mostraban que la segunda clase de álgebras se descomponía en dos familias

disjuntas: la familia “mansa” cuyos módulos se pueden parametrizar y la familia “salvaje” en

la cual la clasificación de sus módulos incluye el problema no resuelto sobre la forma canónica

de pares de matrices con respecto a la conjugación.

En el mismo año, Freislich y Donovan en [DF73], dan una definición explícitia de los tér-

minos mansa y salvaje y conjeturan que cualquier álgebra de tipo de representación infinita es

mansa o salvaje. En 1980, Drozd en [Dro80], prueba que la conjetura de Freislich y Donovan

es cierta.

La siguiente definción de álgebra mansa no es la dada en [DF73], sin embargo, es equiva-

lente y en el contexto que la utilizamos es más conveniente.

Definición 4.1.13. Un álgebra Λ es mansa si para toda dimensión d ∈ N existe un número

finito de Λ-k[X ]-bimódulos N1, . . . ,Ni(d) tal que Ni es libremente y finitamente generado sobre el

anillo de polinomios k[X ] y casi todos los A-módulos d-dimensionales son isomorfos a Ni⊗k[X ]

k[X ]/(X−λ ) para algún i ∈ {1, . . . , i(d)} y algún λ ∈ k.

Dentro de la clase de álgebras mansas podemos dar información sobre la complejidad de la

categoría de módulos a través del tipo de crecimiento, que en grado de complejidad, es domés-

tica, polinomial y exponencial. A continuación daremos la definición de estos tipos.



CAPÍTULO 4. SUPERFICIES CERRADAS CON PUNTOS MARCADOS 65

Definición 4.1.14. Sean A un álgebra de tipo de representación mansa y µΛ(d) el menor número

de Λ− k[X ]-bimódulos de dimensión d como en la definición anterior. Decimos que

Λ es un álgebra doméstica si existe un m ∈ N tal que µΛ(d)≤ m para toda d ∈ N.

Λ es de crecimiento polinomial si existe un número natural m tal que µΛ(d) ≤ dm para

todo d ≥ 2.

Λ es de crecimiento exponencial si existe un r ∈R con r > 1 tal que µΛ(d)> rd para una

cantidad infinita de d ∈ N.

Los ejemplos típicos de álgebras domésticas son las álgebras hereditarias mansas. Mientras

que los de álgebras de crecimiento polinomial son las álgebras de tipo tubular. El siguiente

teorema da una clasificación de las álgebras auto-inyectivas de tipo tubular.

Teorema 4.1.15. [Sko06, BS02, Białkowski-Skowroński, Skowroński] Sea A un álgebra básica

indescomponibles y auto-inyectiva de tipo de representación infinita. Son equivalentes.

(1) Λ es un álgebra de crecimiento polinomial y mód Λ es periódica

(2) Λ es zócalo equivalente a un álgebra auto-inyectiva Λ de tipo tubular.

Finalmente, definimos la última familia simétrica y con categoría de módulos periódica.

Para definir esta familia tenemos que recordar la definición de matriz de Cartan.

Definición 4.1.16. Sea I un conjunto finito. Una matriz de Cartan es una matriz C =[
Ci j
]

i, j∈I con coeficientes enteros que satisfacen:

(1) Ci,i = 2 para todo i ∈ I;

(2) Ci j ≤ 0 para todo i 6= j en I;

(3) Ci j = 0 si y sólo si C ji = 0, para i, j ∈ I.

Sea Λ = k〈Q〉/I una k-álgebra de dimensión finita. La matriz de Cartan CΛ de Λ es una

matriz cuadrada de | Q0 | × | Q0 | con coeficientes enteros tal que [CΛ]i j es la dimensión

de los k-espacios vectoriales de caminos de Λ que empiezan en i y terminan en j.

Ahora definiremos la última familia que nos interesa.
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Definición 4.1.17. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita.

El álgebra Λ es de tipo quaternio si satisface las siguientes condiciones:

• El álgebra Λ es simétrica, indescomponible, mansa y de tipo de representacación

infinita.

• Los módulos indescomponibles no proyectivos de mód Λ son periódicos de periodo

divisor de 4.

• La matriz de Cartan de Λ es no-singular.

El álgebra Λ es de tipo quaternio puro si es de tipo quaternio y es crecimiento exponen-

cial.

Si bien hay una clasificación de las álgebras tipo quaternio y tipo quaternio puro resultado

de trabajos de Erdmann y Skowroński (ver [ES06, Erd88b, Erd88a, Erd90]), dicha clasificación

no la mostraremos en este trabajo, en cambio; daremos un resultado que da una cota superior

de la cantidad de simples que puede tener un álgebra de tipo quaternio.

Teorema 4.1.18. [Erd88b, Teorema] Supongamos que Λ es un álgebra de tipo quaternio. En-

tonces A tiene a los más tres módulos simples.

Observación 4.1.19. Observemos que las tres familias que hemos descrito en esta sección:

álgebras zócalo equivalentes a álgebras auto-inyectivas de tipo Dynkin, álgebras zócalo equi-

valentes a álgebras auto-inyectivas de tipo tubular y las álgebras tipo quaternio puro son todas

mansas. Por ello, las álgebras de estas tres familias son auto-inyectivas, mansas y con categoría

de módulos periódica.

4.2. Resultados principales y consecuencias

El resultado principal de este capítulo lo presentamos en esta sección. Además, damos al-

gunas consecuencias de éstos resultados así como también algunos comentarios relacionados a

ellos. Empezamos dando algunos resultados conocido de las álgebras Jacobianas de superficies.

Teorema 4.2.1. [GLFS] Sea P(Q,W ) un álgebra Jacobiana proveniente de una triangulación

de una superficie con puntos marcados. Entonces P(Q,W ) es mansa
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La prueba del Teorema 4.2.1 es necesario utilizar el siguiente teorema de Crawley-Boevey

que es una versión más general que el Teorema de Geiss [Gei95].

Teorema 4.2.2. [CB95, Teorema B] Sean Λ un álgebra de dimensión finita, X una variedad

irreducible y f1, . . . , fr : X −→Λ morfismos de variedades (donde Λ tiene una estructura natural

como espacio afín). Para cada x∈ X, escribimos Λx =Λ/({ fi(x) | i= 1, . . . ,r}). Sean x0,x1 ∈ X

tales que :

(i) Λx0 es mansa;

(ii) Λx ∼= Λx1 para todo x en un conjunto abierto y no vacío de X.

Entonces Λx1 es mansa.

Existen varias nociones de deformaciones de álgebras. En esta tesis diremos que un álgebra

Λ
′ es una deformación de un álgebra Λ si en la situación del Teorema 4.2.2 tenemos que Λ∼=Λx0

y Λ
′ ∼= Λx1 .

La prueba del Teorema 4.2.1 consiste en probar que la mutación de carcaj con potenciales

preserva el tipo de representación y que en el caso de las álgebras Jacobianas de superficies

es posible encontrar una triangulación T de cada superficie (S,M) tal que P(Q(T),W (T)) se

puede degenerar a un álgebra mansa. La técnica de degeneración no nos da información sobre

el tipo de crecimiento del álgebra.

Teorema 4.2.3. [Ladc, Proposición 4.7, Corolario 4.9][HI11] Sea (S,M) una superficie cerra-

da con puntos marcados. Toda álgebra Jacobiana P(Q,W ) de una triangulación etiquetada

de (S,M) es débilmente-simétrica. Más aún, existe una triangulación T de (S,M) tal que el

álgebra P(Q(T),W (T)) es simétrica y con matriz de Cartan singular.

Ladkani probó en [Ladc, Proposición 4.7], que toda superficie con frontera vacía con pun-

ciones tiene una triangulación T, que no tiene triángulos auto-pegados, cuya álgebra Jacobiana

P(Q(T),W (T)) es simétrica (y en particular de dimensión finita). De este hecho se sigue que

toda triangulación T′ de una superficie cerrada (S,M) el álgebra Jacobiana P(Q(T′),W (T′))

es débilmente simétrica por [HI11]. Además, Ladkani en [Ladc] anunció tener una prueba de un

resultado más general que el Teorema 4.2.3, en el cual se afirma que las álgebras Jacobianas de
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triangulaciones de una superficie cerrada con puntos marcados son derivadamente equivalentes,

y por tanto todas las álgebras Jacobianas de una superficie cerrada son simétricas.

Enunciaremos a continuación los resultados principales de éste capítulo y sus consecuen-

cias. Luego presentaremos las pruebas de los mismos.

Teorema 4.2.4. Sea S una superficie cerrada de Riemann con un conjunto finito no vacío P

de punciones, excluyendo sólo la esfera con 4 (o menos) punciones. Para una triangulación

arbitraria etiquetada T, el álgebra Jacobiana P(Q(T),W (T)) es simétrica, de crecimiento

exponencial y su carcaj de Auslander-Reiten estable consiste sólo de tubos estables de rango 1

o 2.

Un resultado similar al Teorema 4.2.4 se conoce para la esfera con 4 punciones, excepto

que el potencial depende, además, de la elección de un parámetro λ ∈ k \{0,1}. En éste caso,

el álgebra Jacobiana P(Q(T),W (T,λ )) es (débilmente) simétrica de tipo tubular (2,2,2,2) y

es de crecimiento polinomial, mas aún es de crecimiento lineal. Y la categoría C(Q,W,λ ) es una

categoría de conglomerado tubular de tipo (2,2,2,2), ver [GGS] y [BG12].

En cuando a la categoría de conglomerado de una superficie (posiblemente con frontera

vacía) sabemos, por Amiot[Ami, Sección 3.4] y Labardini-Fragoso [LFa, Teorema 4.2], que

existe una categoría triangulada 2-Calabi-Yau y Hom-finita C(S,M) con una familia de objetos

inclinantes de conglomerado (TT)T triangulación de (S,M), que están relacionados por la mutación

de Iyama-Yoshino y tal que End C(S,M)
(TT)∼= P(Q(T),W (T))op. Del Teorema 4.2.4 se sigue el

siguiente resultado.

Corolario 4.2.5. Sea S una superficie cerrada de Riemann con un conjunto finito P de puncio-

nes, excluyendo sólo el caso de la esfera con 4 (o menos) punciones. El carcaj de Auslander-

Reiten de la cetegoría generalizada de conglomerado C(S,M) consiste sólo de tubos estables de

rango 1 o 2.

Estos resultados fueron presentados en el Advances in Representation Theory of Alge-

bras(ARTA) 2013 y 2014. En el ARTA 2013 Ladkani anunció parte de los resultados del Teore-

ma 4.2.4 y el Corolario 4.4.1 (ver [Ladb]). Recientemente ha publicado de manera electrónica

una versión preliminar con dichos resultados(ver [Lada]).

Como mencionamos en la Sección 4.1, hasta el momento, se conocían tres familias de ál-

gebras mansas, simétricas y con categorías de módulos periódicas. Como consecuencia del
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Teorema 4.2.4 y el Teorema 4.2.1 tenemos el siguiente corolario, que implica la existencia de

una nueva familia de éste tipo de álgebras.

Corolario 4.2.6. Sea S una superficie cerrada de Riemann con un conjunto finito M de puncio-

nes, excluyendo sólo el caso de la esfera con 4 punciones. Toda álgebra Jacobiana P(Q,W ) de

una triangulación etiquetada de (S,M) no es isomorfa a una de los siguientes tipos de álgebras:

un álgebra zócalo equivalente a un álgebra simétrica de tipo Dynkin;

un álgebra zócalo equivalente a un álgebra simétrica de tipo tubular;

un álgebra de tipo quaternio puro.

Demostración. Sea P(Q(T),W (T)) un álgebra Jacobiana asociada a una triangulación T de

una superficie cerrada con puntos marcados (S,M), donde (S,M) no es una esfera con 4 pun-

ciones. Denotemos por Λ a el álgebra P(Q(T),W (T)).

Veamos que Λ no es un álgebra zócalo equivalente a un álgebra simétrica de tipo Dynkin.

Por el Teorema 4.1.11 de caracterización de Riedtmann sabemos que las álgebras zócalo equi-

valente a un álgebra auto-inyectiva de tipo Dynkin son de tipo de representación finita, mientras

que Λ es de tipo de representación infinita mansa por [GLFS].

Además, Λ no es zócalo equivalente a un álgebra tubular, pues por el Teorema 4.1.15 sabe-

mos que éste tipo de álgebras son de crecimiento polinomial y Λ es de crecimiento exponencial

por Teorema 4.2.4.

Finalmente, para mostrar que Λ no es un álgebra de tipo quaternio puro tenemos que analizar

dos casos: el toro con una punción y las otras superficies con puntos marcados.

Analicemos primero el caso del toro. Por Teorema 4.2.3, sabemos que la matriz de Cartan

del álgebra Jacobiana del toro con una punción es singular, pero la matriz de Cartan de un

álgebras de tipo quaternio puro por definición es no-singular.

Consideremos ahora (S,M) una superficie con puntos marcados que no es el toro con una

punción. Sea p la cardinalidad de M y g el género de S. Sabemos que Λ tiene exactamente

6(g− 1) + 3p módulos simples, por tanto tiene al menos 6 módulos simples. Por otro lado,

Erdmann prueba en el Teorema principal de [Erd88b, Teorema]) que las álgebras de bloque de

tipo quaternio tienen a lo más 3 módulos simples, por tanto Λ no es de tipo quaternio puro.
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4.3. Álgebras 2-Calabi-Yau inclinadas simétricas

En esta sección se presentarán varios resultados sobre álgebras 2-Calabi-Yau inclinadas

simétricas, que resultan de utilidad para probar los resultados principales.

El siguiente Lema caracteriza a las álgebras auto-inyectivas 2-Calabi-Yau inclinadas. Este

Lema fue demostrado por Ringel en [Rin08, Lema].

Lema 4.3.1. Sean T un objeto inclinante de conglomerado en una categoría C Hom-finita y

2-CY, S el funtor de Serre de C y τC el trasladado de Auslander-Reiten de C . El álgebra de

endomorfimos EndC (T ) = Λ es auto-inyectiva si y sólo si τ
2
C (T ) es isomorfo a T .

Demostración. Como T es un objeto inclinante de conglomerado existen objetos T1, . . . ,Tn

indescomponibles tales que T = ⊕n
i=1Ti. Por la equivalencia C /(add(ΣT ))

F∼= modΛ dada en

[KR07, Proposición 2.1], sabemos que mod(Λ) es una categoría cociente de C módulo el ideal

generado por los objetos τC Ti. En esta categoría cociente los objetos Ti son los proyectivos

indescomponibles y los objetos τ
2
C Ti son los inyectivos indescomponibles. Puesto que Λ es

auto-inyectiva tenemos que todo Λ-módulo inyectivo es proyectivo, esto significa que cualquier

τ
2
C Ti es isomorfo a algún Tj, por lo tanto τ

2
C (T ) es isomorfo a T .

Definición 4.3.2. [Hap88] Sea A una k-categoría triangulada, Hom-finita y Krull-Schmidt. Un

triángulo A
f−→ B

g−→C h−→ A[1] es un triángulo de Auslander-Reiten si cumple las siguientes

condiciones:

(AR1) A y C son indescomponibles.

(AR2) h 6= 0.

(AR3) Si D es indescomponible, entonces para todo no-isomorfismo t : D −→ C tenemos que

ht = 0.

Los triángulos de Auslander-Reiten están relacionados con las sucesiones de Auslander-

Reiten ya que satisfacen A∼= τA C.

La siguiente proposición da una relación entre el funtor de Serre y los triángulos de Auslader-

Reiten en cierto tipo de categorías. Más aún, nos permite calcular el funtor de Serre en objetos

en términos del trasladado de Auslander Reiten y el Shift (o funtor suspensión).
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Proposición 4.3.3. [RVdB02, Teorema I 2.4] Sea A una k-categoría triangulada, Hom-finita y

Krull-Schmidt. Sin equivalentes:

1. A tiene un funtor de Serre.

2. A tiene triángulos de Auslander-Reiten.

Si alguna de las dos condiciones se satisface, entonces la acción del funtor de Serre en los

objetos coincide con τA Σ, donde Σ es el funtor suspensión de A .

Lema 4.3.4. Sea C una categoría triangular, Hom-finita y 2-Calabi-Yau. Entonces el traslada-

do de Auslander-Reiten τ de C coincide con el funtor suspensión Σ de C en objetos.

Demostración. De la Proposición 4.3.3, tenemos que en la categoría C , el funtor de Serre S

coincide con τΣ, donde Σ es el funtor suspensión de C . Como C es 2-Calabi-Yau, por definición

el funtor de Serre S coincide con Σ
2, entonces

τΣ∼= S∼= Σ
2,

por tanto τ ∼= Σ en objetos.

Observación 4.3.5. Del Lema 4.3.1, tenemos que la subcateogoría add(T ) es cerrada bajo el

cuadrado del trasladado de Auslander-Reiten τ
2, entonces por el Lema 4.3.4 también es cerrada

bajo Σ
2.

Proposición 4.3.6. Sea Λ un álgebra 2-Calabi-Yau inclinada. Si Λ es un álgebra simétrica, en-

tonces el carcaj de Auslander-Reiten de la categoría estable mód(Λ) consiste de tubos estables

de rango 1 o 2.

Demostración. Sea Λ un álgebra 2-Calabi-Yau inclinada, por definición existe una categoría

C Hom-finita, 2-Calbi-Yau y un objeto canónico inclinante de conglomerado T ∈ C tal que

EndC (T ) = Λ
op.

Por hipótesis Λ es un álgebra simétrica, en particular es auto-inyectiva, por tanto por el

Lema 4.3.1 sabemos que add(T ) es cerrada bajo Σ
2 (ver Observación 4.3.5). Entonces, por la

construcción estándar de categorías n-anguladas se verifica que (add(T ),Σ4,D) es una categoría
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4-angulada y su funtor suspensión Σ4 coincide con Σ
2 (ver Capítulo 2 para la construcción

estándar). Recordemos que C es 2-Calabi-Yau, por tanto el funtor de Serre S coincide con

Σ
2 = Σ4.

Por otro lado, la categoría módΛ es 3-Calabi-Yau (ver [GKO13, Sección 6.3]). En efecto,

de manera análoga al caso triangular, existe un isomorfismo triangular entre

Σ4 ∼= Ω
−4
módΛ

en módΛ. Además, se puede probar que el funtor de Serre SmódΛ de la cateogría módΛ es

ΩmódΛ ◦S (ver [GKO13, Sección 5.2]), por tanto:

SmódΛ
∼= ΩmódΛ ◦S∼= ΩmódΛ ◦Σ4 ∼= ΩmódΛ ◦Ω

−4
módΛ

= (Ω−1
módΛ

)3 ∼= Σ
3
4

Sabemos que el funtor suspensión de módΛ coincide con la sizigia Ω
−1 y como módΛ es

3-Calabi-Yau, por definición, tenemos que el funtor de Serre SmódΛ es isomorfo a Ω
−3. Por

tanto, por la relación entre el funtores suspensión, el trasladado de Auslander-Reiten y el funtor

de Serre dada por Reiten y Van der Bergh en [RVdB02, Proposición I 2.3] tenemos que Ω
−1

τΛ

es isomorfo al funtor de Serre Ω
−3, de donde Ω

−2 = τΛ.

Por otro lado, como Λ es un álgebra simétrica sabemos que Ω
2 = τΛ, por lo tanto Ω

−2 = Ω
2,

es decir, Ω
4 = 1modΛ. De donde, Ω

4 = τ
2
Λ = 1modΛ.

Como consecuencia de la Proposición 4.3.6 demostraremos que una propiedad semejante se

verifica en la categoría C y en particular para álgebras 2-Calabi-Yau inclinadas.

Observación 4.3.7. Se sigue de Proposición 4.3.6 que la categoría de módulos estable de las

álgebras 2-Calabi-Yau inclinadas simétricas es Ω−periódica y el periódo es un divisor de 4,

pues tenemos la relación Ω
4 = 1modΛ.

Un resultado recíproco parcial a la Proposición 4.3.6, fue dado por Burban, Iyama, Keller y

Reiten en [BIKR08], dicho resultado se encuentra enunciado en la siguiente proposición.

Proposición 4.3.8. [BIKR08, Lema 2.2 c)] Sean T un objeto inclinante de conglomerado en

una categoría C Hom -finita, conexa y 2-Calabi-Yau, y Λ = End C (T ). Sea τC el trasladado

de Auslander-Reiten de C . Supongamos que τ
2
C = 1C . Entonces se cumplen las siguientes

condiciones.
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(i) Λ es un álgebra simétrica.

(ii) Los Λ-módulos indescomponibles no-proyectivos tienen τC -periódo 1 o 2.

(iii) Si C tiene un número infinito de objetos indescomponibles no-isomorfos, entonces todos

los componentes en el carcaj de Auslander-Reiten de Λ son tubos de rango 1 o 2.

El siguiente resultado describe el carcaj de Auslander-Reiten de una categoría Hom-finita,

2-Calabi-Yau con al menos un objeto inclinante de conglomerado cuya álgebra de endomor-

fismo es simétrica. Para probarlo utilizaremos fuertemente la Teoría de categorías n-anguladas,

recordemos que en este contexto denotamos por Σ el funtor suspensión de una categoría trian-

gular y por Σn el funtor suspensión de una categoría n-angulada (F ,Σn,D) (ver [GKO13] o

Capítulo 2 para más detalles).

Proposición 4.3.9. Sean C una categoría Hom-finita, 2-Calabi-Yau. Si existe un álgebra 2-

Calabi-Yau simétrica, entonces el carcaj de Auslader-Reiten de la categoría C consiste sola-

mente de tubos estables de rango 1 o 2.

Demostración. Sea τ el trasladado de Auslander-Reiten de C y Σ el funtor suspensión de C .

Puesto que C es 2-Calabi-Yau tenemos por Lema 4.3.4 que τ = Σ.

Sea T el objeto conglomerado-inclinante en C tal que Λ =EndC (T )op es simétrica. En

particular, Λ es un álgebra auto-inyectiva 2-Calabi-Yau inclinada de conglomerado, por tanto

por [GKO13, Proposición 5.4] tenemos que proj (A)=add(T ) es una categoría 4-angulada y el

funtor de Nakayama ν es el funtor suspensión.

Por otro lado, por [GKO13, Observación 5.3], el funtor suspensión de la categoría 4-angulada

addT satisface que Σ4 = Σ
2. Y como el funtor de Nakayama también es el funtor suspensión

tenemos que Σ4 = ν . Es bien conocido que el funtor de Nakayama de un álgebra simétrica es la

identidad, por tanto Σ
2 = 1ProjΛ. Por tanto, τ

2 = Σ
2 = 1addT .

El resultado se sigue de la Proposición 4.3.10 y la equivalencia C /(add(ΣT ))
F∼= modΛ dada

en [KR07, Proposición 2.1].

Observemos que toda álgebra Jacobiana Λ =P(Q,W ) de dimensión finita es 2-Calabi-Yau

inclinada, ya que por [Ami09, Teorema 3.6] se tiene que la categoría C(Q,W ) es hom-finita y

2-CY y existe un objeto canónico inclinante de conglomerado T ∈ C tal que EndC (T ) = Λ
op,

luego tenemos los siguientes corolarios.
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Corolario 4.3.10. Sea Λ un álgebra Jacobiana de dimensión finita. Si Λ es simétrica, entonces

el carcaj de Auslander-Reiten de la categoría estable mod(Λ) consiste de tubos estables de

rango 1 o 2.

Corolario 4.3.11. Sea (Q,W ) un carcaj con potencial tal que P(Q,W ) es simétrica y de di-

mensión finita. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten de la categoría C(Q,W ) consiste de tubos

estables de rango 1 o 2.

4.4. Categoría de módulos de álgebras Jacobianas y catego-

rías de conglomerado de superficies cerradas

En esta sección estudiaremos el carcaj de Auslander-Reiten de la categoría estable de mó-

dulos de un álgebra Jacobiana proveniente de una superficie cerrada, así como también el carcaj

de Auslader-Reiten de la categoría de conglomerado de una superficie cerrada.

Por el Teorema 4.2.3, sabemos que las álgebras Jacobianas, asociadas a superficies cerradas

con punciones, resultan ser débilmente simétricas. Más aún, existe una triangulación T para

cada superficie (S,M), cuya álgebra Jacobiana resulta ser simétrica, por ello, del Corolario

4.3.11, tenemos el siguiente resultado. 4.2.3

Corolario 4.4.1. Sea S una superficie cerrada orientada con una colección no vacía y finita

M de punciones, excluyendo sólo el caso de la esfera con 4 punciones (o menos). El carcaj de

Auslander-Reiten de la categoría generalizada de conglomerado C(S,M) consiste solamente de

tubos estables de rango 1 o 2.

Demostración. Sea T la triangulación de la superficie con punciones (S,M) tal que el álgebra

Jacobiana Λ = P(Q(T),W (T)) es simétrica, la existencia de dicha triangulación esta exhibida

en [Ladc, Proposición 4.7].

Por [FST08, Proposición 4.10], [LFb, Teorema 7.1] y [KY11, Teorema 3.2], la categoría

de conglomerado generalizada C es independiente de la triangulación escogida, por tanto la

categoríaía generalizada de conglomerado C es equivalente a la categoría de conglomerado

generalizada C(Q(T),W (T)). Puesto que Λ es simétrica, por el Corolario 4.3.11, tenemos el resul-

tado.
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Ahora probaremos una parte del Teorema 4.2.4, enunciado en la siguiente proposición.

Proposición 4.4.2. Sea T una triangulación etiquetada de una superficie con punciones (S,M).

Entonces, el álgebra P(Q(T),W (T)) es simétrica y el carcaj de Auslander-Reiten del álgebra

Jacobiana P(Q(T),W (T,λ )) consiste sólo en tubos estables de rango 1 o 2.

Demostración. Sea T una triangulación de la superficie marcada (S,M). Denotemos por Λ al

álgebra Jacobiana P(Q(T),W (T)) de la triangulación T.

Sea T el objeto inclinante de conglomerado de C tal que C /(add(ΣT ))
F∼= modΛ. El funtor

F además induce la equivalencia modΛ ∼= C /(T,ΣT ). El resultado se sigue directamente del

Corolario 4.4.1.

Por otro lado, para probar que el álgebra Λ es simétrica, basta recordar que el traslado de

Auslander-Reiten τC de la categoría C satisface, por el Corolario 4.4.1, que τ
2
C = 1, pues por

[BIKR08, Lema 2.2], tenemos que DΛ = Λ como A-A-bimódulo, en efecto,

DΛ = DHom C (T,T )∼= Hom C (T,Σ2T ) = Hom C (T,τ2T )∼= Hom C (T,T ) = Λ.

4.5. Tipo de crecimiento de un álgebra Jacobiana de superfi-

cies cerradas

En esta sección estudiaremos el tipo de crecimiento de un álgebra Jacobiana de superficies

cerradas, de esta manera concluiremos con la prueba del Teorema 4.2.4. El resultado principal

de ésta sección se expresa en la siguiente proposición.

Proposición 4.5.1. Sea triangulación T arbitraria de una superficie cerrada, excluyendo sólo

el caso de la esfera con 4 punciones. El álgebra Jacobiana P(Q(T),W (T)) es un álgebra

mansa de crecimiento exponencial.

Empezaremos enunciado un Teorema sobre el comportamiento de la mutación de un carcaj

con potencial y las álgebras mansas.

Teorema. [GLFS, Teorema 3.6] Sea (Q,W ) un carcaj con potencial y supongamos que k ∈ Q0

no forma parte de un 2-ciclo, es decir, µ̃k(Q,W ) está definido. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
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(i) P(Q,W ) es mansa;

(ii) P(µ̃k(Q,W )) es mansa;

(iii) P(µk(Q,W )) es mansa.

Observación 4.5.2. La prueba del Teorema 4.5 consiste en mostrar que si tomamos un P(Q,W )-

módulo no simple, su vector dimensión cambia sólo en el lugar k y éste número está acotado por

la cantidad de flechas incidentes a k. De este hecho se sigue que la mutación no sólo preserva el

tipo de representación sino también el crecimiento exponencial.

Para probar que las álgebras Jacobianas de superficies cerradas son de crecimiento expo-

nencial analizaremos, por un lado, el caso particular de la esfera con 5 punciones, y por otro, las

demás superficies. En ambos casos, dado que las mutaciones de carcajes con potenciales pre-

servan el tipo de crecimiento exponencial (ver Observación 4.5.2), es suficiente determinar una

triangulación para cada superficie, cuya álgebra Jacobiana tenga un crecimiento exponencial.

Lema 4.5.3. Sea Λ un álgebra de dimensión finita y Λ
′ un cociente de Λ. Si Λ

′ es un álgebra

de crecimiento exponencial, entonces Λ también lo es.

La prueba del Lema se sigue del hecho que todo Λ
′-módulo es también un Λ-módulo y de

que si L∼= N como Λ−k[x]−bimódulos, entonces L∼= N como Λ
′−k[x]−bimódulos. Por tanto

µΛ′(d)≤ µΛ(d).

La idea de la prueba del resultado principal de esta sección es construir un cociente de un

álgebra Jacobiana P(Q(T),W (T)) asociado a una triangulación T de una superficie cerrada,

tal que su cociente es todavía de crecimiento exponencial. En los dos casos que necesitamos

analizar vamos a trabajar con dos tipos de álgebras muy estudiadas en Teoría de representa-

ciones que son ejemplo típicos de álgebras mansas, a continuación daremos las definiciones de

dichas álgebras.

Definición 4.5.4. Sea Q = (Q0,Q1,s, t) un carcaj y Λ un álgebra isomorfa a un álgebra de

caminos k〈Q〉/I.

Λ es un álgebra gentil si se satisfacen las siguientes condiciones:

(g1) Para todo k ∈ Q0 tenemos | {α ∈ Q1 | s(α) = k} |≤ 2 y | {α ∈ Q1 | t(α) = k} |≤ 2.
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(g2) El ideal I está generado por caminos de longitud 2.

(g3) Si para una flecha β ∈ Q1 existen dos caminos α1β 6= α2β de longitud 2, entonces

exactamente uno de esos caminos pertenece a I.

(g4) Si para una flecha β ∈ Q1 existen dos caminos βγ1 6= βγ2 de longitud 2, entonces

exactamente uno de esos caminos pertenece a I.

Λ es un álgebra gentil torcida si existe un conjunto

L⊂ {α ∈ Q1 | s(α) = t(α)}

de lazos de Q tal que Λ satisface las siguientes condiciones:

(sg1) Para todo k ∈ Q0 tenemos | {α ∈ Q1 | s(α) = k} |≤ 2 y | {α ∈ Q1 | t(α) = k} |≤ 2.

(sg2) El ideal I está generado por caminos de longitud 2, y por todos los elementos de la

forma α
2−α con α ∈ L.

(sg3) Si para una flecha β ∈Q1\L existen dos caminos α1β 6=α2β de longitud 2, entonces

exactamente uno de esos caminos pertenece a I.

(sg4) Si para una flecha β ∈Q1\L existen dos caminos βγ1 6= βγ2 de longitud 2, entonces

exactamente uno de esos caminos pertenece a I.

Λ es un álgebra de cuerdas si satisface las siguientes condiciones:

(s1) El ideal I está generado por relaciones monomiales.

(s2) Para todo k ∈ Q0 tenemos | {α ∈ Q1 | s(α) = k} |≤ 2 y | {α ∈ Q1 | t(α) = k} |≤ 2.

(s3) Para toda flecha β ∈ Q1, existe a lo sumo una flecha α tal que αβ /∈ I.

(s4) Para toda flecha β ∈ Q1, existe a lo sumo una flecha γ tal que βγ /∈ I.

Observación 4.5.5. La definición original de álgebra gentil fue dada por Assem y Skowroński

en [AS87, Sección 1], la presentada en este trabajo es un poco más general y fue dada por Geiss,

Labardini-Fragoso y Schröer en [GLFS]. Por otra parte, la definición de álgebra gentil torcida

fue dada por Geiss y de la Peña en [GdlP99, Definición 4.2]. Las álgebras de cuerdas son un

caso particular de las álgebras biseriales especiales, estudiadas por Skowroński y Waschbüsch

en [SW83, Sección 1].
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Sea Λ = k〈Q〉/I una k-álgebra de dimensión finita. Supongamos que Λ es un álgebra de

cuerdas o gentil torcida. Los Λ-módulos indescomponibles tienen una descripción combinatoria

en términos de ciertas “palabras” en el carcaj Q, que eviten el ideal I. Para dar una idea más

precisa de esto, empezaremos dando la definición de palabra para álgebras de cuerdas.

Definición 4.5.6. Sea Λ = k〈Q〉/I un álgebra de cuerdas. Dada una flecha α : i→ j en un carcaj

Q, denotamos por α
−1 : j→ i a la inversa formal de α , es decir, s(α−1)= t(α) y t(α−1)= s(α),

en particular (α−1)−1 = α . Sea Q̄1 el conjunto de todas la flechas de Q y sus inversas formales,

los elementos de Q̄1 son llamados letras.

Una palabra, de un álgebra k〈Q〉/I, es una sucesión w = l1l2 · · · ln de elementos de Q̄1 tal

que

(W1) tenemos que l−1
i 6= li+1, para todo i≤ i < n;

(W2) ninguna subsucesión propia de w o su inversa pertenece a I.

Decimos que la palabra w tiene longitud n. Si además, la palabra w satisface la condición

(W3) t(li) = s(li+1) para todo 1≤ i < n;

decimos que w es una cuerda.

Una cuerda w es cíclica si toda potencia wn es una cuerda, para todo n∈N. Dada una cuerda

cíclica, las potencias wm con m ≥ 2 son llamadas potencias propias. Una palabra cíclica w es

primitiva si no es una potencia propia de ninguna otra palabra. Una banda es una cuerda cíclica

primitiva.

Ambos tipos de palabras inducen módulos indescomponibles. Más aún, la unión de todos

los módulos banda y cuerda es una lista completa de módulos indescomponibles (ver [SW83,

Rin84]). De manera similar, es posible definir una estructura combinatoria de módulos en las

álgebras gentiles torcidas.

4.5.1. Superficies cerradas que no sean la esfera con 5 punciones

En esta sección demostraremos que toda álgebra Jacobiana que proviene de una superficie

cerrada que no sea una esfera con 4 o 5 punciones es un álgebra de crecimiento exponencial.

Primero introduciremos la definición de valencia de una punción.
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Definición 4.5.7. Para una triagulación ideal T, la valencia valT(p) de una punción p ∈ P es el

número de arcos en T que inciden en p, cada lazo en p se cuenta dos veces.

En la siguiente Observación enumeraremos algunos resultados relevantes sobre triangula-

ciones sin triángulos auto-pegados y algunas propiedades relacionadas a la valencia de puncio-

nes de una triangulación.

Observación 4.5.8. Sean T una triangulación sin triángulos auto-pegados de una superficie

marcada sin frontera (S,M) y (Q(T),W (T) el carcaj con potencial asociado a la triangulación

T.

1. El carcaj Q(T) se obtiene al pegar sólo bloques de tipo II. Recordemos que los bloques

de tipo II corresponden a un 3-ciclo. Ver [FST08] o Capítulo 3 para más detalles.

2. Si toda punciones p ∈M tiene valencia al menos 3, entonces cualquier flecha α de Q(T)

tiene exactamente dos flechas β ,γ que empiezan en el vértice terminal de α y exactamente

una flecha δ que termina en el vértice terminal de α . Siguiendo la notación de Ladkani

en [Ladc] hay dos funciones f ,g : Q1(T)→ Q1(T) tales que α f (α) f 2(α) es un 3-ciclo

correspondiente a un triangulo en T y (gnα−1(α))(gnα−2(α)) . . .(g(α))(α) es un ciclo

que rodea a una punción p, donde n es el menor número natural tal que gnα (α) = α (ver

Figura 4.2).

α

f α

f 2
α

gnα−1
α

gα

gnα−2
α

p

Figura 4.2: Funciones f y g

3. Además, si cada punción tiene valencia al menos 4, entonces toda relación de conmutati-

vidad involucra exactamente a un camino de longitud 2.
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Lema 4.5.9. [Ladc, Proposición 5.1] Sea (S,M) una superficie cerrada con punciones que

no es la esfera con 4 o 5 punciones. Entonces existe una triangulación T sin triángulos auto-

pegados tal que cada punción p ∈M tiene valencia al menos cuatro.

Demostración. Sea S una superficie cerrada de género g. Sabemos por los resultados del Capí-

tulo 3, que toda superficie tiene una triangulación sin triángulos autopegados.

La demostración es por inducción sobre el número de punciones.

Consideremos una superficie S con exactamente una punción p de género g≥ 1 y sea T una

triangulación sin triángulos auto-pegados. Todos los arcos de la triangulación son incidentes a

un sólo punto, por tanto, todos son lazos, es decir, que la valencia val(p)de p es el doble de

la cantidad de arcos que tiene la triangulación T. Además, sabemos que T tiene exactamente

6g−3 arcos, luego, la valencia val(p) = 12g−6≥ 6, pues g≥ 1.

Veamos que existe una triangulación sin triángulos auto-pegados tal que cada punción p∈M

tiene valencia al menos cuatro para la superficie S con (n + 1) punciones. Por hipótesis de

inducción existe una triangulación T con esta propiedad para la superficie S con n punciones.

Ahora consideremos dos triángulos de T que comparten un arco γ que va de una punción pi

a una punción p j y sean pk y pl las otras punciones. Consideremos el punto medio del arco γ

y definamos ese punto medio como una nueva punción pn+1. Si consideramos el conjunto de

arcos T\{γ}∪{γ1,γ2}, donde γ1 es el nuevo arco que va de pi a pn+1 y γ2 es el nuevo arco que

va de p j a pn+1, no forma una triangulación de la superficie S con (n+ 1) punciones, pues es

necesario incluir dos arcos, γ3 y γ4, más incidentes a pn+1 y a las punciones restantes pk y pl

(ver Figura 4.3).

p jpi

pk

pl

pn+1

γ1 γ2

γ3

γ4

Figura 4.3: Nuevos arcos en T′
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De esta manera, el conjunto de arcos T′ = T\{γ}∪{γ1,γ2,γ3,γ4}, es una triangulación con

la valencia de cada punción deseada.

Para el caso de la esfera con 6 punciones, es claro que existe una triangulación sin triángulos

auto-pegados y donde toda punción tenga valencia 4. El análisis inductivo anterior también se

puede aplicar en este caso.

Demostración de crecimiento exponencial. Sea (S,M) una superficie cerrada con punciones

que no es una esfera con 4 o 5 punciones. Sea T la triangulación sin triángulos auto-pegados tal

que cada punción p ∈M tiene valencia al menos cuatro, cuya existencia está garantizada por el

Lema 4.5.9.

Sean f ,g : Q1(T)→ Q1(T) las funciones definidas en la Observación 4.5.8 parte 2). Sea I

el ideal en Λ generado por las relaciones α f (α) para cada flecha α de Q1(T) y considere el

cociente Λ
′ = Λ/I.

Observe que por las relaciones del ideal Jacobiano son relaciones de conmutatividad que

involucran un camino de longitud 2 y otro de mayor longitud, por tanto en el álgebra cociente

Λ
′ dada una flecha α en Q1(T) existe una única flecha, a saber, f (α) tal que α f (α) es una

relación cero y existe una única flecha f 2(α) tal que f 2(α)α es una relación cero. Por tanto el

cociente Λ
′ es un álgebra de cuerdas.

Para probar que Λ
′ es un álgebra de crecimiento exponencial es suficiente mostrar que Λ

′

admite dos bandas v y w tales que cualquier combinación arbitraria de ellas es otra vez una

banda. Para probar esta afirmación, es necesario realizar el siguiente argumento: supongamos

que Λ
′ es de crecimiento polinomial, es decir, que existe un m ∈ N tal que µΛ′(d) ≤ dm para

todo d ∈ N. Sea q un primo tal que

2q−2 > 2q−1 > qm+3. (4.1)

Supongamos que la longitud de u es menor o igual a la longitud de w. Consideremos palabras

u = vn1wr1 · · ·vnt wrt ,

con
t

∑
i
(ni+ri) = q, que sean diferentes a vq y wq, observemos que éste tipo de palabras inducen

Λ
′-módulos indescomponibles de dimensión

∑
i
(ni(long v)+ ri(long w)).
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Puesto que la longitud de u es menor o igual a la longitud de v tenemos

∑
i
(ni(long v)+ ri(long w))≤∑

i
(ni(long w)+ ri(long w)) = (long w)q

Es decir, este tipo de palabras inducen Λ
′-módulos indescomponibles de dimensión menor

o igual a kq, donde k es la longitud de w. Por otro lado, hay (2q− 2) diferentes palabras de la

forma anterior, por tanto

∑
d≤kq

µΛ′(d)≥
2q−2

q
. (4.2)

Luego, tenemos que existe un s≤ kq tal que

µΛ′(s)≥
2q−2

kq2 (4.3)

pues en caso contrario tendríamos la desigualdad opuesta en 4.2. Por otro lado, µΛ′(s) ≤ sm ≤

(kq)m, pues Λ
′ es de crecimiento polinomial, por tanto, de esta última relación y la dada en la

Ecuación 4.3 tenemos que
2q−2

kq2 ≤ µA′(S)≤ sm ≤ kmqm,

luego 2q−2≤ km+1qm+2, lo cual es una contradiccón con la elección de q, ya que

2q−2 > 2q−1 > qm+3 > km+1qm+2.

Por tanto A′ es un álgebra de crecimiento exponencial. Este argumento fue dado por primera

vez por Skowroński en [Sko87, Lema 1].

Ahora construiremos las bandas requeridas. Consideremos α una flecha del carcaj Q(T).

Los vértices de α son dos arcos de un triángulo 4α de T, sean p y q los puntos finales de

dichos arcos. Denotamos por T(α) el conjunto de arcos que tienen como punto final a p o q.

En la figura 4.4, se muestra dicho conjunto de arcos junto con el carcaj asociado a los arcos de

T(α) y los ciclos largos que rodean las punciones p y q.

Denotemos por αγβ al 3-ciclo proveniente del triángulo4α y por δ (α) la flecha f gγ .

Rodeando a la punción p, existe un ciclo w(p) que empieza en s(α), el cual, utilizando la

función g, se escribe como

(γ)(gγ)(g2
γ)(g3

γ) · · ·(gnγ−1
γ),

y rodeando a q existe un ciclo w(q) que empieza en t(α) y utilizando la función g es

(gβ )(g2
β ) · · ·(gnβ−2

β )(gnβ−1
β )(β ).
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β

α

γ

δ (α)

gnβ−1
βgγ

gβ

gnβ−2
βg2

γ

gnγ−1
γ

pq

Figura 4.4: Subconjunto de arcos Tα

Utilizando un pedazo de estos ciclos construiremos las bandas requeridas. Sea ρ1(α) la

palabra

(g2
γ)(g3

γ) · · ·(gnγ−1
γ),

ρ2(α) la palabra

(gβ )(g2
β ) · · ·(gnβ−2

β ).

Entonces denotemos por ξ (α) la banda

ξ (α) = (α)(ρ1(α))−1(δ (α))(ρ2(α))−1,

cuya expresión sustituyendo ρ1(α) y ρ2(α) es

(α)((gnγ−1
γ)−1 . . .(g2

γ)−1)(δ (α))((gnβ−2
β )−1 . . .(gβ )−1)

De manera similar, vamos a construir la banda ξ (gβ ) para la flecha gβ , es decir, hay una

pieza de triangulación Tgβ , y caminos ρ1(gβ ) y ρ2(g(β )) y una flecha δ
′ = δ (gβ ), tal que

ξ (gβ ) = (gβ )(ρ1(gβ ))−1(δ ′)(ρ2(gβ ))−1

La banda que consideraremos es ξ (gβ )−1, es decir,

(ρ2(gβ ))(δ ′)−1(ρ1(gβ ))(gβ )−1.

Observemos que ρ2(gβ ) = (α)(gα) . . .(gnα−3
α), por tanto ξ (gβ )−1 es igual a

(α)(gα) . . .(gnα−3
α)(δ ′)−1(ρ1(gβ ))(gβ )−1.
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De donde, ambas bandas empiezan en α y terminan en (gβ )−1, y por la manera en que la

construimos pueden componerse de manera arbitraria, luego Λ
′ es un álgebra de crecimiento

exponencial, por tanto por el Lema 4.5.3 Λ es un álgebra de crecimiento exponencial.

El resultado se sigue del hecho de que el crecimiento exponencial se preserva bajo mutacio-

nes(ver Observación 4.5.2).

4.5.2. Esfera con 5 punciones

Para analizar el caso de la esfera con 5 introduciremos la definición de triangulaciones gen-

tiles y triangulaciones gentiles torcidas. Estas triangulaciones están fuertemente relacionadas

con las álgebras con el mismo nombre.

Consideremos Q un carcaj 2-acíclico y W un potencial de Q. Denotemos por Ct el conjunto

de los ciclos de longitud t en Q, entonces escribir a W de la siguiente manera:

W = ∑
t≥3

∑
wt∈Ct

µwt wt

donde µwt ∈ k.Observe que µwt = 0 si es que el ciclo wt no aparece en el potencial W . Denote-

mos por

short(W ) = mı́n{t ≥ 3 | µwt 6= 0 para algún wt}

y definamos

Wmı́n := ∑
t=short(W )

∑
wt∈Ct

µwt wt .

Definición 4.5.10. Sea T una triangulación de (S,M) tal que Q(T) = glue(B1, . . . ,Bt) es la

descomposición del carcaj Q. Decimos que T es una triangulación gentil torcida si:

(gl3) Si i 6= j entonces los bloques Bi y B j se pegan en a lo más un vértice.

(gl4) Todo 3-ciclo en Q está contenido en uno de los bloques B1, . . . ,Bt ;

(gl5) Ninguno de los bloques B1, . . . ,Bt son del tipo V .



CAPÍTULO 4. SUPERFICIES CERRADAS CON PUNTOS MARCADOS 85

Observemos que la propiedad (gl3) de una triangulación gentil torcida implica que el car-

caj Q(T) no tiene dobles flechas. Además, notemos que el álgebra Jacobiana P(Q(T),W (T))

de una triangulación T gentil torcida no es necesariamente un álgebra gentil torcida, pero

P(Q(T),Wmin(T)) sí lo es.

Ejemplo 4.5.11. En este ejemplo vamos a considerar la triangulación T de un disco con 4

puntos marcados y una punción dada en la Figura 4.5. Observemos que ésta triangulación es

gentil torcida por definición, pues el carcaj Q(T) está compuesto de un sólo bloque de tipo IV.

p

2

1 3

2′

a

c1
b1

b2c2

Figura 4.5: Triangulación gentil torcida

Además, para la triangulación T, el potencial W (T) es ab1c1 + ab2c2, por tanto el ideal

Jacobian J(T) está generado por las relaciones abi,cia, para cada i = 1,2 y la relación ab1 +

ab2. En este caso, el potencial W coincide con Wmin. Más aún, el álgebra P(Q(T),W (T))

es isomorfa al álgebra gentil torcida Λ = k〈Q′〉/I, donde Q′ es el carcaj de la Figura 4.6 e I

2

1 3
a

c
b

ε

Figura 4.6: Carcaj Q′

está generado por los elementos ab,bc,ca y ε
2− ε . Observemos que el ideal I no es un ideal

admisible, pues la relación ε
2−ε no están contenido en m2, por tanto la teoría usual de álgebras
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de caminos no se aplica a Λ, en particular el número de simples no coincide con el número de

vértices del carcaj.

Las álgebras gentiles torcidas son un caso particular de las álgebras Clannish (ver [CB89,

Sección 2.5] para más detalles de este tipo de álgebras). Crawley-Boevey en [CB89] prueba que

los módulos indescomponibles sobre álgebras Clannish tienen una descripción combinatoria

muy parecida a las álgebras de cuerdas, es decir, que los módulos indescomponibles corres-

ponden a cierto tipo de palabras que se clasifican en tres clases, las llamadas cuerdas, bandas

asimétricas y bandas simétricas. De manera similar al caso de las álgebras de cuerdas, tenemos

un conjunto de letras formadas por las flechas del carcaj Q. Empezaremos definiendo qué es

una letra y un clan, pues para construir ese tipo de palabras tenemos que construir primero un

clan.

Definición 4.5.12. Sea Q un carcaj y Sp un subconjunto de los lazos de Q.

Un elemento del conjunto Sp es llamado lazo especial y aquellas flechas que no pertenez-

can a Sp se llaman flechas ordinarias.

Una letra, como en el caso de las álgebras de cuerdas, es o bien una flecha a o bien su

inversa formal a−1 o un lazo especial b∗.

Un clan es una 5-upla (k,Q,Sp,(qb | b∈ Sp),≤) donde k es un cuerpo, (qb | b∈ Sp) es una

familia de polinomios qb con coeficientes en k indexada por el conjunto Sp, y para cada

vértice i ∈Q se tiene un orden parcial≤ sobre las letras que terminan en i, que forma una

unión disjunta de una o dos cadenas (órdenes lineales).

Sea C = (k,Q,Sp,(qb | b ∈ Sp),≤) un clan. Una palabra w es una sucesión formal de

letras w1 · · ·wn, con n > 0, tal que t(wi) = s(wi+1) para toda i y tal que las letras wi y w−1
i+1

son incomparables con el orden parcial ≤ sobre las letras que terminan en t(wi).

Una palabra w es inextensible si no existe una letra x tal que wx es una palabra.

Una cuerda es una palabra inextensible.

Una banda es una palabra w tal que ww es una palabra y w no es una potencia propia de

otra palabra w′.
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Ejemplo 4.5.13. Retomando el Ejemplo 4.5.11, dada el álgebra de gentil torcida Λ = k〈Q′〉/I,

construiremos un clan para ésta álgebra. En este caso, CΛ es la 5-upla (k,Q′,Sp,(qb | b∈ Sp),≤),

donde Sp = {ε}, el polinomio qε(x) = x2− x y los órdenes parciales son: a ≤ b−1, b ≤ c−1 y

c≤ a−1.

Lema 4.5.14. Sea T una triangulación de una esfera con 5 punciones. Entonces, el álgebra

Jacobiana P(Q(T),W (T)) es de crecimiento exponencial.

Demostración. Consideremos la triangulación gentil torcida T de la Figura 4.7 y el álgebra

Jacobiana Λ = P(Q(T),W (T)). La triangulación géntil torcida T fue estudiada por primera

vez en [GLFS, Sección 7.7, Figura 18].

p4

p5

p1

p2

p3

2 4 6

1 3 5 1

2′ 4′ 6′

a1

c1
b1 b3

b4b2c2 c4

a2 a3

c5

b6

c3 b5

c6

Figura 4.7: Triangulación T de la esfera con 5 punciones

Sea I el ideal de k〈〈Q〉〉 generado por el conjunto ∂ (W ′) de las derivadas cíclicas de W ′,

donde W ′ = b5c5a2b1c1 + a1b4c4a3. Observe que el cociente Λ
′ = Λ/I es isomorfo a k〈Q′〉/J

donde Q′ es el carcaj en la Figura 4.8 y J es el ideal de k〈Q′〉 generado por ε
2
i − εi, aibi, bici y

ciai para i = 1,2,3 y por todos los caminos de longitud al menos 4. Entonces el álgebra Λ/I es

gentil torcida. Nuevamente observemos que ε
2
i − ε no son elementos de m2, por tanto, el carcaj

del álgebra k〈Q′〉/J no coincide con el carcaj de Gabriel.

Las álgebras gentiles torcidas y las álgebras de cuerdas tienen una estructura similar de

palabras, por tanto es suficiente mostrar que existe un clan C = (k,Q′,Sp,(qb),≤) (ver [CB89,

Definición 1.1]) que admite dos bandas tal que la combinación arbitraria de bandas vuelve a ser

una banda.
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2 4 6

1 3 5 1
a1

c1
b1 b2

a2 a3

c3c2 b3

ε1 ε2 ε3

Figura 4.8: Carcaj gentil torcido Q′

Sea C = (k,Q′,Sp,(qb | b ∈ Sp),≤) un clan para el álgebra Λ
′, donde los lazos especiales Sp

son ε1,ε2 y ε3, con las siguientes relaciones: c3 ≤ a1 ≤ b−1
1 , c1 ≤ c2 ≤ a−1

2 , a2 ≤ a3 ≤ b−1
3 y

b1 < c−1
i para i = 1,2,3.

Recordemos que, una palabra en un clan C es una sucesión formal w1w2 . . .wn de letras,

con n > 0, tal que para cada i se cumple que s(wi) = t(wi+1) i y las letras w−1
i y wi+1 son

incomparables.

Consideremos las siguientes bandas α = a1a−1
2 a3 y β = a1b2ε

∗
2 c2c−1

3 ε
∗
3 b−1

3 . Observe que

a−1
3 y a1 son incomparables, al igual que b3 y a1, esto implica que el producto αβ y βα está

bien definido y adeás son bandas, por tanto Λ
′ es un álgebra de crecimiento exponencial y

por el Lema 4.5.3 tenemos que Λ también lo es. Finalmente, como hemos mencionado en la

Observación 3, la mutación de carcaj con potencial preserva crecimiento exponencial, por tanto

todo álgebra Jacobiana asociada a una triangulación de una esfera con 5 punciones es también

de crecimientos exponencial.
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